E Integrales

ACTIVIDADES INICIALES

9.l. Encuentra la funcion que mide el area de las regiones limitadas por el eje horizontal y las rectas:

a) y=3x-3; larecta vertical trazada por el punto de abscisa x con x> 1.

b) y=xsix<3; y=-x+6 si x> 3; larecta vertical trazada por el punto de abscisa x. Distingue entre

0<x<3y3<x<6.

En ambos casos, calcula también la derivada de las funciones areas obtenidas.

a) Se forma un triangulo de base x — 1 y altura 3x — 3. Y
La funcién area es: A(x) = w
Y su derivada: A'(x)= 6x=6 _3x_3
2
1..
o 4

b) En ambos casos, la figura que se forma es un triangulo de base 6 y altura 3 menos un triangulo.
Si 0< x <3, el triangulo tiene base x y altura x.
Si 3< x <6, el triangulo tiene base 6 — x y altura —x + 6.

Y N /
B Sre R

2
9-X 0<x<3
La funcion area es: A(x) = 6 2 ) . Y su derivada: A’(x) :{
9_6=X" 3 ,<s

-x 0<x<3
6-x 3<x<6

EJERCICIOS PROPUESTOS

9.1. Calcula el area de las regiones sombreadas.

a) Y b)Y
a)Sifix)=3- 3x%, entonces F(x)=3x— X cumple
flx) =3-3x (] = senx que F'(x) = f(x) y el 4rea de la zona sombreada
/ g4= es: F1) = F(-1)= (3=1)= (=3 + 1) =4 1%
1 b) Si g(x) = sen x, entonces G(x) = —cos x cumple

(@]
>
Ll
CYETS
>

que G'(x) = g(x) y el &rea sombreada es
G(n) - G(0) =—(-1)+1=2 U2
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9.2. Halla el area del recinto sombreado. Y

0|12 X

f(x) = x*+ 5x3+ 3x3-9x

5 4 2
Una primitiva de f(x) = x*+5x° + 3x*— 9x es F(x)= X?+5%+ x3 —9% .

El drea sombreada es F(0)-F(-2) = —(ﬁ+ﬂ+(—2)3 —M] = Quz i
5 4 2 5

9.3. Calcula el area de la zona limitada por la grafica de y = X, el eje Xylasrectas x=0y x=2.

Area = G(2) — G(0) con G'(x) = X

Una primitiva de G’(x) es G(x) = %x3 . El area pedida es: G(2) — G(0) = %uz.
9.4. Calcula:
1 2z 2
a) j‘ 3x%dx b) I sen x dx c) j' (x*=1) dx
0 0 0

a) .[013x2dx = [xsl =1

2n
b)'[ sen xdx = [~cos x| i“ =—1-(-1)=0
0

2

2
c)j (x2—1)dx:[lx3—x} 8,2
0 3 , 3 73

1
9.5. Escribe una funcién continua f para la que j‘ f(x) dx =0.
-1
Como el intervalo es simétrico respecto del origen, cualquier funcién impar lo verifica, por ejemplo, f(x) = x.

4
9.6. Calculaj [3x|dx .
-

-3x -1<x<0
Como f(x)=|3x|={3X D<x<a’

4 0 4 0 4 0 4
j |3x|dx=J- |3x|dx+j |3x|dx:j —3xdx+j 3xdx:[—§x2} +[§x2} =§+§-42=5—1
1 = 0 -1 0 2 4 L2 0o 2 2 2

2
9.7. Escribe una funcién f no constante en [0, 2] y tal que J. f(x)dx =2.
0

Hay que obtener una funcién F(x) con F(2) — F(0) = 2. Yy
F(x) = x no sirve, pues f(x) = F’(x) = 1 es constante.

Probando con F(x) = %xz y, por tanto, f(x) = x. f
Otra forma de resolverlo es dibujando un triangulo isésceles de base 2 y altura 2. Y
., ' _J2x 0<x<1 |
La funcién que lo define es f(x) = {4_2)( 1< x<2 0 1 X
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1 2 3
9.8. Si j' f(x)dx =1, j' f(x)dx =2y j' f(x) dx = 3, calcula:
0 1 0
a) J': £(x) dx b) .[: £(x) dx ) .[: £(x) dx
a) J':f(x)dx - I(:f(x)dmsz(x)dx —1+2=3
b) J'Sf(x)dx =J'3f(x)dx—J‘1f(x)dx —3-1=2
1 0 0
c) j; F(x)dx = Ls f(x)dx—j:f(x)dx - j; f(x)dx—Uo1 F(x)dx + Lz f(x)dxj —3-(142)=0
9.9. Sifes continuay J.1f(x)dx =2, ¢cuanto vale rg(t)dt ,siendo g(f) =f(t) +1?
0 0

1 3 1 B 1 1 3 1_ _
jog(t)dt_L(f(t)+1)dt_jof(t)dt+jodt_2+[t]0 —241=3

b b b
9.10.Si I f(x)dx=1, j g(x)dx =2, .[ h(x)dx = -3, calcula, si tienes datos suficientes, el valor de algunas de
a a a
estas integrales:
b
a [ (fr+amax b [ (-390 ax o [ (Fa-goax @) [ (fx-2h00)ax
a
a)J. (F(x)+g(x))dx =J f(x)dx+J. g(x)dx=1+2=3
b b b
b)_[ (2 (x)- 3g(x)) dx = 2I f(x)dx—3j g(x)dx=2-1-3-2 =4
a a a
b
c)_[ (f(x)-g(x)) dx . No se tienen datos suficientes.
a
b b b
d)j (F(x)—2h(x)) dx = j f(x)dx—zj' h(x)dx =1-2-(-3) =7
a a a
9.11.Calcula el area de la region limitada por la grafica de y = 1 , el eje horizontal y las rectas verticales x =1
X
yx=2.
’ 2
Como y =l> 0 en[1, 2] y sabemos que (Inx) =l, el area es: J. ldx = [Inx]12 =In2-In1=1In2 = 0,69 u?
X X 1 X
9.12.Calcula el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la grafica de y = x* — 2x — 3.

Hay que buscar los puntos de corte de la parabola y el eje horizontal: X¥-2x-3=0six=3 ysix=-1.Enel
intervalo [-1, 3], X —2x-3<0, luego el area pedida es:

3
jg—(xz—2x—3)dx:{—(lx3—x2—3xﬂ =—(9-9- 9)+(—1—1+3] 32 ¢
4 3 » 3 3

9.13.Calcula el area de la region encerrada entre las graficas de fix) = 2x— x* y g(x) = x> —%.

Los puntos de corte de las dos funciones son:
2x - x? =x2—§:2x2—2x—§=0: x=—l 0 X=—
2 2 2 2
Como en [-1, 3], f(x) = g(x), el area buscada es:
3

3 3 3
Ii(f(x) g(x))dx = J. ( -2x? +2x+3jdx [—§x3+x2+§x} 21 :(_2+2+2]_(i+1_§]:%u2
. 4

3 2 4 4 4 12 4 4
Y
9.14.Calcula el area de la region limitada por las curvas y=x+6e y = 'S
Los puntos de corte de las funciones son:
X+6=xX=>xX-x-6=0=x=-20x=3.Elarea pedida es:
3 3
I (X+6—X2)dx=[lx2+6x—lx3} =(3+18—9j [2 12+8j 125 2
-2 2 3 o \2 3) 6 ;
o] 2 X
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9.15.Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) J.(senx—e"+\/;)dx c) I(1+§/?)dx e)'[—&—::+2x

b) j[i’/;—%]dx d) J%/xzﬁdx
a) I(senx—ex+\/;)dx:—cosx—ex+§x\/;+C
b) J-[i/;—%jdx:%x3x+%+c

c) J.(1+§/?)dx=x+%x§/?+c

d) I\3/x2\/;dx=‘|.§/?dx=%x§/?+c

3 3
e)jM:j[x 2 —x+£]dx 2l 1 iomx+c
x x Ix
9.16.Calcula, en cada caso, la funcién f(x) que verifica las condiciones dadas:
a) f(x)=cos x+ xJx y f(m)=0
b) f(x)= —-e* yf(0)=1

1+ x2
4

c) F(x)=x*-4-6y f(0) = -

d) f(x) = x— 2cosx, y la grafica de f corta a la bisectriz del 2.° cuadrante en el punto de abscisa x = 7.
a) f(x):J‘(cosx+xx/;)dx = senx+§x2\/;+c
- 2 2 5 2 5
Como f(r) = 0, f(n)zsenn+gn n+C=§n n+C :03C:—§n Jr
Por tanto, f(x)=sen x+%(x2 X _nz\/;)

b) 1(x)= J‘(H?’x2

Como f(0) =1, f(0)=3arctg0-e’+C=1=-1+C=1=C=2

—exjdx=3arctg x—-e*+C

La funcion es f(x)=3arctgx—e* +2.

1 4
) f(x =J' X —4-6¥)dx = —x* - 6% +C
) f(x)=|( ) ) 6
Como f0) = ——, f(0)=——2+C=——2 = Cc=0
In6 In6 In6
La funcién es f(x) RV P
4" In6

d) f(X)=I(X—2COSX)dX=%X2—2senx+C
15 1,
Como f(r) = — m, Pk —25enn+C=—n:C=_En _n

La funcién es f(x) = %xz —2senx —%nz -T.
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9.17.Calcula las siguientes integrales indefinidas.

t+1 cos(Int)
d) | ——=dt
? j-\/ 2 +2t+3 ) J. t

e25
b J'—ds
) 1+ e?

c)j(x2+1)2°-5xdx f)‘[\/%dx

a)J' f+1 dt:lJ‘ 2t+2 =Nt?+2t+3+C
\/t2+2t+3 2) v 2t+3

2s
2e—ds:lln(1+e2s)+c
1+e 2 1+e 2

1
g) | ———adx
IJ1-4x2

1+9x*

c) J.(x2 + 1)20 Bx dx = EI(XZ + 1)20 -2xdx = 4—52 (x2 +'I)21 +C

d) J.w dt =sen(Int)+C

e’ e’ s
e) I1 > ds:j > ds=arctg(e®)+C
+te 1+(es)

— dx = arcsen (x2)+C

gk JJ12—Xx“ dx:j\/:x

= —arcsen (2x)+C

jm 2.[\/7

1
h J. j x =—arctg(3x%)+C
) 1+9X 6 1+ 3X 6 g( )

9.18.Halla las primitivas de las siguientes funciones.
a) f(x)=2x(sen x?)(cos* x?) c) h(x) =

b) g(x) = tg(3x + 2) d) j(x) = 3(1 + tg’x) tgx
a) F(x)= J.2x(sen x2)(cos* x?)dx = — I (2x(-sen x)) (cos x?)*dx = l(cos X2 +C

3(—sen(3x +2))

dx = ——In|cos(3x +2)|+C
cos(3x+2)

b) G(x) = It93x+2)dx——sj
<) H(x):sze"dx— jsxze dx = S ‘iC

J(x)= '[3(1 +tg?x)tg X dx =3'[(1 + tgzx)tg X dx :%tgz x+C

9.19.Calcula las derivadas de f(x)=tg?x y g(x)=

, simplificalas al maximo y explica qué observas.

F(x) = tg%x) =2tgx 12 - 2392’(
COS™ X COS™ X

’

1 _2senxcosx _ 2senx
cos” x cos® x

Ambas derivadas son iguales.
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9.20.Calcula las siguientes integrales indefinidas.
a) I(1 - x)e *dx c) J‘x/y In x dx e) I te_%dt
b) _" £2Int dt d) I(x2 +1) cos x dx f) Isenx -senx dx
a) J-(1 —-x)e ™ dx. Llamando fix) =1 -xy g'(x) = e = f(x) = -1y g(x) = -, se obtiene:
I(1 -x)e X dx=(1-x)(-e¥)- I(—1)(—e’x)dx =(x-1)e*+e*+C=xe"+C

b) J-tzlnt dt.Llamando fit) = Inty g(t) = £ = f'(t):% y g(t):%t3 .

1

2 1.3 t° 13 10,2 13 3
It Int dt = -t Int—J.—dt:—t Int——J.t dt = nt-L£+C
3 3t 3 3 3 9

c) v[x/;Inx dx . Llamando fix)=Inxy g'(x)=x = f'(x):% y g(x):%x\/;

I&Inxdx:%x&lnx—jzgﬁdx:%x&lnx—jzr =—x«/—lnx——Xx/;+C_—x«/—[lnx—§j +C

X

d) I(xz +1) cos x dx . Llamando f(x) = X+ 1 y g'(x) = cos x = f(x) = 2x y g(x) = sen x.

I(xz +1) cos x dx = (x2 +1)sen x—J-szen X dx

Se vuelve a integrar por partes llamando f(x) = 2x y g'(x) = sen x = f(x) =2 y g(x) = —cos x.
I(xz +1) cos x dx = (x? +1)sen x—j2xsen xdx =(x?+1)sen x—(—2xcosx—j—2cosx dx) =

= (x? +1)sen x + 2xcos x —2sen x + C = (x*> —1)sen x + 2x cos x + C

t t t
e) jte 2dt Llamando f(t)=tyg(t)=e 2 = f(t)=1y g(t)=-2e 2.

t t t t t t
J'te 20t = ~2te 2—j—2e 20t = —2te 2 —4e 2 +C =26 2(t+2)+C

f) Isen x-sen xdx Llamando f(x) = sen xy g'(x) = sen x. = f(x) = cos x y g(x) = —cos x.
Isen X-sen x dx =—sen X cos x —Icos X(—cos x)dx =—sen xcos X + jcoszx dx =—-sen xcos X + J.(1 —sen?x)dx =

=-sen xcosx+J.dx—.[sen2xdx =-sen xcosx+x—jsen2xdx

—Sen XCosS X + X

Despejando se obtiene: stenx-senxdx:—sen XCOSX+X = Isenx-senxdx: 5 +C.
9.21. Calcula las siguientes integrales.
1+Inx x? x N
a)j- d b)J.—dx c)‘[—zdx d)J.(x +5) -x“dx
x Vx3+5 (5+x2)
a) Llamando t=1+1Inx, dt = dx J‘1+Inx Itdt— (1+|;X) +C
X

b) Llamando t = x> + 5, dt = 3x° dx: I X I I Z :E X +5+C
\/x3+ \/x +5 3

c) Llamandot=5+x2, at = 2x dx: J I 0121‘ ——1-1+C=—l- L 2+C
(5+X 2 5+X t 2t 2 5+x

4 t* I (x3+5)5
d) Llamando t = x> + 5, dt = 3x* dx: j(x3+5) X2 dx = 3 dt—E+C T+C
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9.22. Calcula la integral I; dx .
2x+x -1

xx—1

Realiza el cambio de variable t =/ x -1, despeja x elevando al cuadrado en dicha expresion y sustituye x
por el resultado obtenido en la funcién a integrar.

1

2+ x -1

1 1 1 dt
= —dx:j— dx:J- =arctgt+C =arctgvx-1+C
-|.2x\/x—1 X 2 x—1 t% +1

t=vx-1= x=t>+1= dt= dx =

9.23. Halla el valor medio de estas funciones en los intervalos indicados.
a)fix)=x*—4x+3en [0, 1]

X+2 x<2

2,4
4 x>2 24

b) f(X)={

c) f{x) = %x+1 en [0, 3]

En todos los casos se puede aplicar el teorema del valor medio del calculo integral por ser funciones continuas

en los intervalos correspondientes.
1, 1 3 o0 T 4 4
a)j X°—4x+3dx=|=x"-2x"+3x| =—-2+3=—=f(c)(1-0)=>f(c)=—
0 3 o 3 3 3

El valor medio de f(x) en el intervalo [0, 1] es %

4 2 4 1, 2 4 8
b) J:Zf(x)dx=J. 2x+2dx+jz4dx=[5x +2xL+[4x]2=8+8=16:f(c)(4—(—2))=6f(c):f(c)=§

El valor medio de f(x) en el intervalo [-2, 4] es % .

3

c) ij(x)dx:J':(%x+1jdx:{%x2+x} :%:3f(c):>f(c):%

0

El valor medio de f(x) en el intervalo [0, 3] es % .

9.24. Halla el valor medio de la funcién:

I: f(x)dx = I: f(x)dx+L3 f(x)dx+L6 F(x) dx =

= Area de un cuarto de circulo de radio 2 — 4rea de triangulo + 0 +area encerrada por la recta y = x — 4 y el eje
. w22 11 3 T+1
X en el intervalo [5,6]= T—?+§ =n+1=6f(c) = f(c) =
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EJERCICIOS

Area bajo una curva. Teorema fundamental del calculo

9.25. (PAU) Calcula el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de la funcion g(x) = x* - 9x

y el eje X.
X-9x=0six=-3,x=00x=3 Y
Se forman dos recintos, uno sobre el eje X para x en el intervalo [-3, 0] y otro bajo el 5

eje X para x en el intervalo [0, 3].

El area buscada es:

0 3 0 3
I (x3—9x)dx—.[ (x3—9x)dx=[lx4—gx2} —[lx"’—gxz} =—E+E—(E—ﬂj=8—1u2
5 0 4 , o 4 2 \4 2)72

9.26. Calcula el area de las siguientes regiones.

Y Y
a) b) lo.5
s
0 1 X
J | y=x(1-x)
ol 1 X
1 1 1 1 1
a)j exdx=[eXJ =e-1u® b) j x(1—x)dx=J. x—xtdx=|dx2-tye | 1A
0 0 0 0 2 3 o 2 3 6
9.27.(PAU) Representa graficamente la funcion dada por
2 .
F(x) = 4-x 5|.—25 x<0
4-x si0<x<4
y halla el area de la region limitada por la grafica de fy el eje de abscisas.
Y El area es:

4 0 4 0 4

] j F(x) dx =J' f(x)dx+I F(x) dx =I (4—x2)dx+j (4—x)dx =
-2 -2 0 -2 0

1.5]° 1,1 8 16 40
1 :[4x——x3} +[4x——x2} =8-—+16-—=—u?
T X 3 ) 2 0 3 2 3

9.28. (PAU) Dada la funcién f(x) = x*+ acon a> 0, calcula el valor de a para que el area determinada por la
grafica de la funcion, el eje de abscisas y las rectas x =0 y x = 3 valga 27.

Como la funcién es siempre positiva, el area buscada es:
3

3

x? +a)dx = lx3+ax =9+3a=27 sia=6
3

0 0
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Integral definida. Regla de Barrow

7
9.29.Si F es continua y f(1) = 2, ; cual es el valor de f(7), sabiendo que I F(x)dx =372
1
7
Al ser f' continua, por la regla de Barrow: J. f(x)dx=Ff(7)-f(1)=f(7)-2=3=f(7)=5
1

9.30.¢Son verdaderas o falsas estas afirmaciones?

a a
a) Sifes continuay par, entonces I f(x)dx = ZI f(x)dx.
-a 0
a
b) Si f es continua, entonces J. f(x)dx=0.
—a
T
c) I xsenx dx =2x
0
1 1
d) I (ax2 + bx+c) dx = 2." (ax2 +c) dx
- 0

3
e) J. x(x—1)(x—3) dx mide el area de la region encerrada por la curva f(x) = x(x — 1)(x - 3) y el eje
0

horizontal.
f) El area encerrada por la curva f{x) = x* - 1, el eje de abscisas y las rectas x=0y x = 3 es 6.

a) Cierta.
a 0 a 0 a
fes par si fl—x) = f(x) = J' F(x) dx =J' f(x) dx+J' F(x) dx =J' F(=x) dx+J' F(x) dx
-a -a 0 -a 0
Haciendo t = —x, df = —dx en la primera integral, t=asix=—ayt=0six=0 =

:>.[_°a F(=x) dx = Lo—f(t)dt :—Lof(t) dt = Ioaf(t) dt

Luego J'a F(x) dx = J': F(£) i+ J':f(x) dx = 2J': F(x) dx

b) Falsa. Basta considerar f(x) = 1.
c) Falsa. La integral definida es un nimero, no una funcion.
d) Cierta.
Teniendo en cuenta que ax® + ¢ es una funcion par y utilizando el apartado a, se obtiene:

r (ax2+bx+c)dx=j1 (ax2+c) dx+j1 bx dx+:2j1(ax2+c) dx+[£x2}1 =
-1 -1 -1 0 2 1

= 2J‘1(ax2 + c) dx+0= 2"‘1(ax2 + c) dx
0 0
e) Falsa. La funcion cambia de signo en [0, 3], y la region limitada por esa curva y el eje horizontal en [0, 1]
esta por debajo del eje y en [1, 3] esta por encima.
f) Falsa. La funcion esta por debajo del eje de abscisas en [0, 1] y por encima en [1, 3]. Por tanto, el area es:

1 3 1 3
—j (x2—1)dx+j (x2—1)dx:—[lx3—x} +[lx3—x} M tieoatn22
0 1 3 o L3 1 3 3 3

1
9.31. (PAU) Calcula I (x+|x]) dx .
-1
0 x<0

Se escribe la funcién a integrar como una funcion definida a trozos: f(x) = x+|x| = {Zx x>0

Asipues: | (x+|xl)ax=[ 0dx+ [ 2xdx=0+[x2]" =1
p .J._1(x |x|) x—'[_1 X JO X dx = [x Jo_
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9.32.Calcula el area de las regiones numeradas de 1 a 5 en el siguiente dibujo.

Empezando por las mas faciles:

(3) es un triangulo de base 4 y altura 2 = Y
:>A3 = :if; =4 u2 \ /
2 \ Y|
(4) + (5) es un triangulo de base 4 y altura 2 = y=5x
=SAs+ As=4 U7 \ /
(4) es el area entre una parabola y una recta:
2 1 1 1 2 5
A =I x——x?)dx=—22-—2=Zy =
A I \ [ =X
LuegoA5=4—g=Eu2 \\ - /
3 3 \ 3 b
(1) + (2) es un trapecio de bases 6 y 4 y altura 2 = ) y=4-x
6+4)2 ) 4/ s
:>A1+A2=—( hl ) =10U2 T
0 L
(1) es el area entre el eje de abscisas, la parabola y \
0
larecta x = -2 = A, :J. e ax = —l(—2)3 A
22 6 3
Luego: A; =10 - 4.2 u?
3 3

Propiedades de la integral

9.33. Sea la funcién cuya grafica es la de la figura, que consiste en segmentos y cuartos de circunferencia.
Y

[HEN

13 13 13
CaIcuIaI f(x)dx,I f(x)dx,j |F(x)|dix .
8 1 1

Las areas de cada trozo son:

13 3 n-3%2 9n 9n 53 15
A 2 2777 4 4° "% 4 T2 2
13
f(x)dx=-A, = _1s
8 2
13 2 5 8 13 3 15
f(x)dx:j f(x)dx+J f(x)dx+J' f(x)dx+j Fx)dx = Ay Ay = Ay = Ay =~ == = =6
1 1 2 5 8

.[113|f(x)| dx = '[12|f(x)| dx+'[25|f(x)| dx+j58|f(x)|dx+j;3|f(x) |dx = A+ Ay + Ay + A, = %+2%+1_5 -

4 2 2
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4 4
9.34.Sea f continua en [-1, 4] y g(x) = f(x) — x. Si J. f(x)dx =5, calcula I g(t)dt.
| -1

4d4f d4fd4d5t24581
.Lg(t) t_J‘-1( (H=1) t_J‘-1 ® t_J‘-1t t= _{?}1_ - +§__E

9.35. (PAU) Contesta, razonando la respuesta, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.

a) jbf(x) dx + _"Cf(x) dx = Icf(x) dx
a b a
b b b
b) j £(x)g(x) dx = j £(x) dx-L g(x) dx
b
c) Si J. f(x)dx =0, entoncesa=b
d) Si jbf(x) dx =0 y f(x)> 0 para todo x, entonces a=b

b b b
e) j [£(x)+ g(x)] dx = j £(x) dx+j g(x) dx
a) Verdadera, es la propiedad 4 de integrales.

1 1 1
b) Falsa. Por ejemplo, j x2dx =% , pero j xdx-j x dx =%-
0

1 1 1
,Iuego'[ xzdx;t'[ xdx-j X dx
0 0 0

1.1
2 4 0 0
y
c) Falsa. Por ejemplo, I xdx=0
-1

d) Verdadera por la propiedad 5

e) Verdadera, es la propiedad 2.

Area entre dos curvas

9.36. Halla el area del recinto limitado por la parabola y = X -1 y la recta horizontal y = 3.

1%
\\ / X¥-1=3six=—20x=2

Como la recta esta por encima de la parabola, el area buscada es:
2 2
\1' / .[ (3—x2+1)dx=[4x—%x3} =(8—%)—(—8+§j=% u?
QAT X 2

9.37.Calcula el area de la region del plano que esta limitada entre las curvas y = 1 7 Y=

(1+ x)

-1 y las
(1+ x)?
rectasx=0yx=1.

P X Jol(+x? (1+x) ol (1+x)?

J El area buscada es:

f 1
@ J'1[ L = de=2j1[ L ]dx:Z{i} =2(_—1+1j=1u2
\ 0

132 E Solucionario



2
9.38.(PAU) Calcula el area del recinto limitado por las curvas y =v2x e y = x__

2
Y
2
X 4 x=0 x=0
\/2X:?:>8X:X 3{x3—8=03{X=2
2
2 2 [oy 3 . |
El area buscadaes:j Vox =X Jax = 2xN2x x| _42 4_4 ul 1
0 2 3 6 3 3 o 1 X

9.39.(PAU) Dibuja la region limitada por las parabolas y = x* —4x + 4 e y = —x* + 2x + 4, y calcula el area de la
region limitada por ambas curvas.

X Los puntos de corte de las dos funciones son:
X —4x+4=-X+2x+4=>2"-6x=0=>x=00x=3
El area buscada es:

0

3 3 —2x3 ’ 2
1 \ X J' ((—x2+2x+4)—(x2—4x+4))dx:J. (-2x*+6x) d=| S+ 3x7 | =-18+27=9 U
0

0

—L
o}

9.40.Halla el area del recinto acotado por estas tres fronteras:
o La parabola de ecuacion f(x) = —-x* + 5x — 4.
e La recta tangente a la parabola en el punto de abscisa x = 3.

o El eje horizontal.

Hay que calcular la recta tangente a la parabola en el punto A(3, f(3)) = A(3, 2).
Como f’(x) = -2x + 5, f(3) = -1, y larecta tangente es: y =-1(x-3)+2 = y=—x+5
El area buscada es: N

4 3 4

3 4 2 f
| X 3xiox| +| Xsx| = 14
3 3 2 4

0 X
3 3 _52 _42
S AR VE 7R N ANV P AN -3 N OO 078 PR AL Y /‘L \\
3 3 2 2 32 6

4 5 4 5
2 _ 2 _ _
L ((-x+5)—(-x +5x—4))dx+J‘ (—x+5)dx—J (x 6x+9)dx+I (~x+5)dx =
5

1
9.41.(PAU) Calcula J. x (x2=1)dx y explica mediante un grafico el significado geométrico del valor obtenido.
1

1 1 1,7
I x(x2—1)dx:{—x4——x2} =0. f
1 4 2 4 1
La funcién es simétrica con respecto a O(0, 0) y, por tanto, el area de la O X

derecha es igual al area de la izquierda.
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9.42.(PAU) Considerando la curva de ecuaciones cartesianas y = x* + 8x:
a) Calcula las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la curva es paralela a la recta y = 2x.

b) Calcula el area del recinto plano acotado limitado por las graficas de la curva dada y de la recta de
ecuacion y = x + 8.

a) Como la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es f'(a) y la pendiente de la recta
y = 2x es 2, hay que calcular un punto A(a, f(a)) con f’(a) = 2.
f'la)=2a+8=2sia=-3 Y
El punto buscado es (-3, f(—3)) = A(-3, —-15).

b) x*+8x=x+8six=-80x=1
El area buscada es:

! 2 _ ! 2 _ - 7 k B
J:S((x+8)—(x +8x))dx—J:8(—x —7x+8)dx—[T—§x +8x}_8_

=[‘_13—112 +8-1]—[_(—_8)3—1(—8)2 +8-(—8)J _2M 5,
3 2 3 2 2

9.43.(PAU) Representa graficamente la region acotada limitada por las graficas de las funciones f(x) = %xz

g(x)= %(5X +20) y h(x)= %(—Sx +20), y obtén su area.

Punto de corte de la funcién con cada una de las rectas:

- i 2 1(5x+20) = 5 -10x-40=0 = X -2x-8=0 = x=—20x=4
S - 5x120) = 65X +10x-40=0 = ¥ +2x-8=0 = x=—40x=2
g | h 4 2
I Observando el recinto, los puntos a considerar son x = -2y x = 2.
/10l 2 \ X
El drea es:
°(5 5 2( 5 5 5x? 5 51" [ 5x2 5 5]
J. —x+10——x2jdx+'|. —=x+10-= 2jdx_ 10X —— x| 4| - +10x-— x| =
-2\ 2 4 o\ 2 4 4 12 o 4 12 0

2 2
_ | 52" 22 410+ (-2)- i-(—2)3 B DT S-S Y A
4 12 4 12 3

9.44.(PAU) Determina el area de la figura ABCDA sabiendo que la curva ADC es parte de la grafica de una
funcion polinédmica de segundo grado.

v Como es simétrica, es suficiente con calcular el area que esta a la
derecha del eje vertical y multiplicarla por 2.

B(0, 1) Ese area esté limitada por la parabola que pasa por los puntos
A(-2, O)/b\ A(-2, 0), C(2, 0) y D(0, —4).

0l 1 /C(2,0) X' Como corta al eje en x = -2 y en x = 2, su ecuacion es
f(x) = a(x + 2)(x — 2), y como pasa por D, vale -4 six=0,a=1.

D(0, -4) Con estos datos, la ecuacion de la parabola es f(x) = X* — 4.

La ecuacion de la recta que pasaporBy Ces y = —%x +1.

El area de la derecha es:

2 2 2 2 2
J- [—1x+1—(x2—4)jdx=j [—x2—1x+5))dx= LI B S0 N B B 0% LT
ol 2 0 2 3 4 0 3 4 3

19 _38 ,
3

Area buscada; 2-—
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9.45.Calcula el valor de m, m > 0 para que el area encerrada entre las lineas y = e Yy = mx sea 36.
Puntos de corte de las funciones: ¥ = mx=x=00x=m

En el intervalo [0, m], X <mx, y como m > 0, el area entre la recta y la parabola es:

m 3]m 3 3
J. (mx_xz)d)(: ﬂxz_x_ :ﬂ-mz_m_:m_:36:>m:6
0 2 3 2 3 6

9.46.(PAU) Calcula, por geometria elemental y utilizando el calculo integral, el area del triangulo de vértices
(0, 10), (20, 10) y (20, 0).

Y
La base del triangulo mide 20, y la altura, 10, luego su area es 100 u?.
Con calculo integral, el triangulo es el area entre las rectas y = 10, y = —% x+ 10, 10
20
20 2 +
x=0yx=20:J. 10-[-Xxs10]ax=| X| =100u2 0 10 X
0 2 4 0
9.47.(PAU) Representa graficamente y halla el area del recinto ABC, donde A = (0, 0), B=(0, 2), C= (1, 1), las
lineas AB y BC son rectas, y la linea AC tiene por ecuacion y = 2x — x". y
La recta que une los puntos BC tiene ecuacion y = —x + 2. B
) 3 2 ! 4 €
El 4rea es: J. (—x+2—(2x—x2))dx J| X 3X x| =2
0 3 2 o © A
o] 1 X

|x2—2x| si x20

9.48.(PAU) Dada la funcién: f(x)=
0 si x<0

a) Dibuja su grafica.
b) Estudia su continuidad en el punto x = 0.

c) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién y la parte positiva del eje X.

a)
Y

14
o 1 X

b) La funcién es continua en x = 0, pues lim f(x)= lim f(x)=f(0)=0.
x—0~ x—07"
2
2 3
c) I (2x—x2)dx: 2o X 23 e
0 3 0 3
b

9.49.Dibuja la grafica de la funcién f{x) = x — x*. Encuentra el intervalo [a, b] para el que I (x - x2) dx
a

alcanza el maximo valor.

b
Como '[ (x—x?)dx mide la diferencia entre las areas limitadas por la curva por
a

encima y por debajo del eje horizontal, se obtendra el maximo valor cuando se X
abarque toda la regién de la curva que esté sobre el eje horizontal, esto es, en

[0, 1]. f

1
Asi pues, el maximo valor de la integral es I (x—x%)dx = % .
0
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La integral indefinida. Primitivas inmediatas

9.50.Identifica cada una de las primitivas siguientes con una de la tabla dada en el texto y, a continuacion,

resuélvelas.
3_ g2
a) ‘[(1+2J dx o) [+ ax j [ X" +3 m) [SOSX gy
X 1+ x X 1+ sen“x
2 X
b J.t x dx Iseandx 'I[senx+ +cosx]dx n J.—dx
) g f) j) 1+X2 ) '1+X2
X
c) I(3x—5)2 dx ) J.xe"2 dx k) -" & dx ) J'Zsenxcosx dx
V1-e?* 1+ sen®x

d) J-x34 x5 dx h) I tg’x )} Ix(x2—1+\/3 x2—1)dx o) je“7 e?

COS X

a) J‘(l+2jdx:jldx+j2dx=ln|x|+2x+c. Tipos 2 y 1
X X

b) jtgx dX:J'senx dx = —In|cos x|+ C . Tipo 2
oS X

)j(sx 51 d :—js (3x—5)% dx %(3x—5)3+C.Tipo1

17 21

d) j'x“ X° dx:ijdx=%x7+c=%x5W+c. Tipo 1

X 1 2x 1
e dx:—j—dx:—arct x?)+C . Tipo 9
)J-1+x4 2 2)2 2 90x") P

f) J' sen2x dx = % J' 2sen2x dx = —%cos(2x)+ C. Tipo 6

9) jxe"z dx :%j2xe"2 dx =%ex2 +C.Tipo3

3
h)j tgx dx=J. tgzx dx:ltg4x+C.Tipo1
cos? x cos® x 4

1

3 2
i) Imdxzsz dx—5!xdx+3jldx=§x3—gx2+3ln|x|+C.Tipos 1y2
X X

)i j[senx+1+2xz
k) J.\/»iezx dx:.[\/1_e( X)

+cosxj dx:jsenxdx+-[ > dx+'[cosx dx =-cos x+2arctgx+senx+C . Tipos 6,9y 5

1+ x

dx = arcsen(e*)+C . Tipo 7
1) Ix(x2—1+\/3 x2—1)dx=Ix3dx—dex+'[x3 x? -1 dx:%x4—%x2+%(x2—1)\/3 x?—1+C . Tipo 1

m) IL dx =arctg(sen x)+C . Tipo 9
1+sen“x

1+x +C . Tipo 1

ARGt et

- 2sen X cos X
n 2
1+sen“x

o)J. e { e + Tdx=—c (e2X+1)\/e +1+C . Tipo 1
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9.51.(PAU) Calcula las siguientes integrales.
1 1 2
a +—+— |dx
) -[(2«/7 x? x3]
b) j (sen 2x —cos 3x +2cos x sen x) dx

c) J.\/(1+e")3e" dx

2Vx

b) I(sen2x—cos3x+2003xsen x)dx = —%cost—%sen 3x+sen® x+C

c) IJ(1+eX)3eX dx=§(1+ex)2\/1+e" +C

a) I[ 1 +i2+£3jdx=\/;—l—i2+c
x Xx° X X x

9.52. (PAU) Encuentra la primitiva de f(x)= x+i2 que vale 5en el 2.
X

2 2
F(x):j(x+ijdx:x——i+c. Como F(2) =5, F(2):2——i+C =5=C=5
x? 2 x 2 2

2
Entonces, F(x)= X——i+5 .
2 X

X

9.53. Considerando la funcion f(x)=—;
X p—

a) Calcula una primitiva de f(x).
b) Demuestra que si x > 1, la funcion f(x) es siempre positiva.

c) Calcula el area encerrada por la grafica de f(x) entre las rectas verticales x=2y x = 3.

In|x* -1
a) F(x)=J.X2X_1dx= |2 |

b) Si x> 1, entonces el numerador es positivo y el denominador también, pues X*—1es positivo en
(=e0, =1) U (1, + o). Por tanto, la funcion es siempre positiva si x > 1.

c) Como f(x) es positiva en [2, 3] y F(x) es una primitiva de f(x), el area buscada es F(3) — F(2) = w u?,

9.54.(PAU) Dada la funcion f(x)=(x—-1)(x+1)(x-3):
a) Calcula una primitiva de f(x).
b) Justifica que F(x) = x*+2x-4noes primitiva de f(x).
c) Halla el area limitada por la funcion f(x), el eje Xy las rectas x=0y x = 2.
4 2

a) F(x)=I(x—1)(x+1)(x—3)dx=j(x3 —3x2—x+3)dx=XT_x3_x7+3X

b) Silo fuera, deberia cumplir que F’(x) = f(x), pero F’(x) = 4x> + 2 # (x — 1)(x + 1)(x — 3) (para ver esto, no es
necesario calcular el producto, basta ver que no valen lo mismo en x = 1).
c) Como la funcién cambia de signo en [0, 2], es positiva en [0, 1) y negativa en (1, 2], el area es:

J. 1f(X) dx —J. 2f(x)dx = (F(1)- F(0))-(F(2)- F(1)) = 2F(1)- F(2) :% u?
0 1
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9.55.(PAU) Determina la ecuacion de la funcion polinémica f que pasa por los puntos A(0, 1) y B(1, 1), y tal
que f"(x)=6x+4.

f'(x):J.(6x+4)dx=3x2 +4x+C y f(x):J.(3x2 +4x+C)dx =x3+2x*+Cx+D

Como y = f(x) pasa por A(0,1), debe ser f(0)=D =1,y como pasa por B(1, 1), f(1)=1+2+C+1=1=C=-3.
La funcién buscada es f(x)=x® +2x% —=3x +1.

9.56.(PAU) Da dos funciones cuya derivada sea f(x)= 11 +e2* tales que en el punto x = 0 una tenga doble
X

valor que la otra.
F(x)= J.(L+e2"jdx = In|x+1|+lezx +C
X+1 2
1
F0)=—=+C
(0) 2
Si C =0 para una de ellas, y para la otra, C = % , las funciones son F(x)= In|x+1|+%e2" y
1, 1
G(x)=In|x+1+-e* +—.
2 2
Integracion por partes

9.57.Calcula las siguientes integrales.

a)Ixe"dx d)j%/?lnxdx g)IIn(x+1)dx j)jxlnxdx
b)J. ngx e) I sen’x dx h)"‘l::—: dx k)j‘ x(In x)zdx
c) I arctg x dx f) J' (x*+x)e™ M ax i) J' X% dx I Ie" cos (3x)dx

a) Sifx)=xyg(x)=¢e",f'(x) =1ygx)=¢" = Ixexdx:xex—jexdx=ex(x—1)+C

b) Sifix)=xyg(x)=2"f(x) =1yg(x)= — = J.

1.1 xdx  —Xx 1
In2 2%

X X +
2 2%In2

1 -X 1
In2J 2% 2¥In2 2*(In2)

+C

c) Sifix)=arctgxyg(x)=1, f’(x)=

X)=x=
x2 +1 9x)

J.1-arctgx dx = xarctgx—j 2X dx = xarctg x—lln(x2 +1)+C
X°+1 2

d) Si f(x)=Inx y g'(x)=3/7,f‘(x)=% y g(x):%x& -

3
= j%/?lnxdx:gxy;lnx—ji X\/;dx:gxﬁ/;lnx—gj-%/;dx:EXQ/;Inx—ix3 x+C
4 4 x 4 4 4 16
e) Sif(x)=sen xyg(x)=sen x, f(x) =cos xy g(x) =—cos x =

= I sen?x dx = —sen Xcos X + Icoszx dx = —sen xcos X + I(1 —sen?x) dx = —sen XCos X + X — I sen?x dx

Despejando obtenemos Jsenz xdx = LZXCOSX+ C.
f) I(xz + x) e 2 dx fix)=xX+xygx)=e?*" F(x)=2x+1y g(x)= —%e‘z"” =

= I(xz + x)e’z"+1 dx = —%(x2 + x)e’zx+1 +%J.(2x+1)e’2"+1 dx.Siahorafix)=2x+1yg(x)=e "

)

Fx)=2y g(x)= —%e‘z"” = '[(xz + x) e dx = —%(x2 + x) g™2x+ —%(2x+1) g2x+ +%Ie‘2x*1dx =

= —l(x2 + x) e —l(2x +1)e 2" LS TSI e (x2 + 2x+1) +C
2 4 4 2
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9) Sifix)=In(x+1)yg(x)= 1,f(X)=ﬁ y g(x) = x

Iln(x+1)dx=x|n(x+1)—jidx=x|n(x+1)—J-X+1_1dx:
X+1 +1
=x|n(x+1)-x+J'de:xln(x+1)-x+|n(x+1)+c
X+1
h) f(x)=|nxyg’(x)=L2;f’(x) 1 yg(x J.ln—xd =—m—X+I—d -———l C=—M+
X X

i) J‘xse"‘2 dx = Ixz-xe"‘2 dx
Sifix)=x*yg(x)= xe ™ ;P (x)=2xy g(x)= —%e‘xz =

= J.x3e’x2 dx = .[xz xe ™ dx = —%xze’x2 +J‘xe”(2dx = —%xze’x2 —%e”‘z +C= —%e’xz(x2 +1)+C

X2 2

. . VN , 1 15, x? 10 x2 X
j) Sif(x)=Inx ygx)=x, f(x)=—y gx)==—x"= lenxdx:—Inx——j—dx:—lnx——+C
X 2 2 2J x 2 4

2

X
X) =—
yo) ===

2Inx

k) Sif(x)=(In x)2 ygx)=x, f'(x)=

I I x? 2
:>I Inx an J' xIn x dx _M——Inx+x—+c (por el apartado j)
2 2 2 4

I) Sif(x)=cos3xyg(x)=¢"f(x)=-3sen3x yg(x)=¢e* = J.e" cos(3x)dx = e*cos3x + SJ.exsen 3xdx
Si ahora f(x) = sen 3xy g'(x) = &, f’(x) = 3cos 3x y g(x) = €* =
= Iex cos(3x)dx = e* cos(3x)+3e*sen(3x) - QI e* cos(3x)dx

X X
e* cos(3x)+3e sen(3x)+C.

Despejando: Iex cos(3x)dx = 10

9.58.Halla el area que encierra el recinto limitado por las graficas de f(x)=xe*, y=0,x=-1yx=1.
Y

0 1 0 1 2 2
_ X X — | aX(y_ X(y _ __|&_ _n_% 2
. A= Lxe dx+J‘0xe de=-[e*(x-1)]" +[e*(x-1)] = (e 1j+1_2 “u
X

9.59.(PAU) Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcion f(x)=e*(x+1) en el intervalo [0, 1].

Regla de Barrow: Si f es continua en el intervalo [a, b] y F es cualquier primitiva de f, F(x) = f(x), entonces:
b
b
I f(x) dx = [F(x)]| = F(b)-F(a).
a

Como f(x) es continua, se calcula una de sus primitivas, F(x)= Iex(x+1)dx .
Llamando f(ix)=x+ 1y g'(x) = €, f’(x) = 1y g(x) =€”,
F(x)= v"e’((x+1)dx = ex(x+1)—jexdx =eX(x+1)-e* = xe*

Por tanto: I 1f(x)dx =F(1)-F(0)=
0
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Integracion por cambio de variable
9.60.Calcula la integral Iez"sen e*dx mediante el cambio t=e*.

t=e";dt=e"dx = Jezxsen eXdx = Iexexsen e*dx = Iexsen e* e*dx = J-tsentdt )
Integrando por partes: f(t) =ty g'(f)=sen ¢, f’() =1y g(tf) = —cos t

Iezxsenex dx = Itsentdt :—tcost+'[costdt =-tcost+sent+c=-e*cose* +e*sene’ +¢

9.61.Calcula:

e* e cos(In x)
a) | sen(sen x)cos x dx b J‘— dx c -‘- dx d J.—dx
) I ( ) ) (e* +1)° ) 1+ ) x

a)t=sen x; dt =cosx dx = Isen(sen x)cos xdx = Isentdt =—cost+C =-cos(senx)+C

X -
b)t:e*;dt=e*dx:jxe—3dxzj' '_dt=—" _+c=-— 1 _iC
(e*+1) (t+1)° 2At+1) 2(e" +1)
—2x . _ _2x 972X 1 1 1 1 ox
c) t=e""; dt=-2¢ dx:>.[ wadx=—= > dt =——arctgt+C =-—arctge™ +C
1+e™ 2J 1+t 2 2

d)t=Inx; dt=% 5 jw dx:'[costdt:sent+C:sen(lnx)+C
X X

Teorema del valor medio del célculo integral
9.62.Encuentra el valor medio de:
a) f1(x)=x, f2(x)= x% , F3(x) = x% sobre el intervalo [0, 1].
b) Conjetura, a partir del apartado anterior, el valor medio de f(x) = x% en dicho intervalo.

1
c) ¢A qué numero se aproxima el valor medio de f(x) = x" cuando n es grande? ¢ Se puede explicar este

resultado a partir de la grafica de dicha funcién?

1 21
a) Valor medio de fi(x): JO xdx = {7} =5= fi(c)(1-0)=f(c)

0

3
11 2
Valor medio de f,(x): J. X2 dx = 222 f,(c)
0 3 3 Y
L 40 E
1 r 4 11 1
1 2 3
Valor medio de f3(x): J. x3 dx = 3. fy(c) 7
0 4 4 0 1 X
L do

b) f(c)=—"—
n+1
c) Se aproxima a 1. En las graficas de f(x) se observa que a medida que n crece, el area parece cada vez mas
un cuadrado de lado 1.
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9.63.Dos autores de este libro han hecho en el verano de 2008 la travesia a pie de los Carros de Foc por el
Pirineo catalan empleando 95 horas, a lo largo de las cuales fueron anotando la altitud a la que se

encontraban en diversos momentos y, después de aproximar y redondear los datos, obtuvieron la
siguiente tabla:

Tiempo (h) 3 15 30 25 20 2
Altitud (m) 2000 2200 2300 2400 2500 2600

¢ Cual fue la altitud media a la que se movieron?

La altitud media es el valor medio de la funcion altitud en el intervalo [0, 95].

Como no se conoce la expresion de la altitud, sino solo una tabla de valores, se aproxima dicha integral con la
suma de las areas de los rectangulos, es decir, el numerador de la siguiente fraccion:

. . 3-2000+15-2200+30-2300+25-2400+20-2500+2-2600
Altitud media = 95

=2349,47m

Aplicaciones de la integral definida en las ciencias sociales

9.64.(PAU) Una empresa quiere producirc(t) =200+10t unidades de un producto que pretende vender

ap(t) =200-2t euros cada unidad, siendo t el numero de dias transcurridos desde el inicio de la
produccion.

a) Halla, dependiendo de t, la funcién beneficio B(t).

b) Halla el beneficio acumulado durante los primeros 90 dias.

a) El beneficio de un dia es B(f) = c¢(t) - p(t) = 40 000 + 1600f — 20 = 20(2000 + 80t — tz) euros.
b) Para saber el beneficio acumulado se calcula:

90 90 3 90
I B(t)dt = 20I (2000 + 80¢ — £2)dt = 20 {2000t +40t2 - %} = 20(180000 + 324000 — 243000) = 5220000 €
0 0

0

9.65.(PAU) Una inmobiliaria esta interesada en adquirir unos terrenos que pueden ser representados en un
determinado plano como la superficie encerrada entre la parabola f(x)=-x2+2x+4 y la recta

g(x)=2x.

a) Halla la representacion grafica simultanea de estas dos funciones.

b) Si una unidad del area de este plano equivale a 1 km? y el precio del kilémetro cuadrado es de 30
millones de euros, ;qué importe debe pagar la inmobiliaria por esos terrenos?

a)

b) Las funciones se cortan en los puntos: —x?>+2x+4=2x=>x=-20Xx=2

32

2 3 2
Su area: J' (=x2 +2x + 4 - 2x)dx = {-%Jr 4x} ==kt
2

-2

El precio del terreno: 30 % = 320 millones de €
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9.66.(PAU) Una empresa estima que la tasa de variacion de gastos de mantenimiento de sus equipos

9.67.

9.68.

informaticos viene dada por la funcion:
m(t) = 10 + 10t + 4t?

Donde t se mide en afios, y m, en cientos de euros por afo.

Se pide:

a) Dibujar la grafica y hacer una interpretacion.

b) Hallar el area entre la curva anterior y el eje de abscisas, entre los valores t=0y t=5. ;Qué
representa el resultado?

a) Latasa de variacion de los gastos de mantenimiento aumenta con el paso del tiempo.

5 37
b) j (10+10t+4t2)dt:{10t+5t2+%} =%:341,67 m()
0

o
El area representa el dinero total gastado en mantenimiento de equipos los 5
primeros afios y es de 34 167 euros.

-
—~

PROBLEMAS

Un publicista disefia un panel publicitario que tiene la siguiente forma: base horizontal de 10 m de
-x2+6x si0<x<5

longitud y resto del contorno limitado por la funcion g(x) = . . Dibuja el recorrido
-x+10 si 5<x<10

correspondiente al cartel publicitario y calcula su area.

5 10 x3 5 X2 10 Y
A:J‘ (—x2+6x)dx+'[ (—x+10)dx =| - =—+3x% | +|-=—+10x| =

0 5 3 2

0 5

125 25 100 25 275 S
=| ——==+75|+(-50+100)~| === +50 |=—+ === m? 5

3 2 3 2 6

ol 2 X

Una fabrica arroja diariamente material a una balsa segun un ritmo dado por la siguiente funcién:
m(t) = 0,01 - 0,2¢ + t + 1, siendo m la cantidad de material en kg, y t, la hora del dia.

a) Esboza la grafica de esta funcién en el intervalo [0, 24].

b) ¢ Qué representa el area bajo esa curva y sobre el eje horizontal?

c) Calcula el material que se arroja al dia.

101
0

b) El area bajo la curva representa la cantidad de material arrojado en un dia.

24
_0,0124* 0,224° 24

4 3 2
ﬂ_% t +——+24 =219,84 kg al dia
4 3 2

24

<) j (0,01> 0,262 + t +1) it = +—+t}
0

0

4 3 2
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9.69. Un estudio estadistico permite establecer que en cierta ciudad, el nimero de hogares en los que hay
0,1t

ordenador viene dado por la funcion f(f) = 2 e donde t mide los aios transcurridos desde el 1 de

PR
enero de 2004, y f(t), en miles de hogares.

Calcula la media de hogares en los que hay ordenadores entre el 1 de enero de 2006 y el 1 de enero de
2010.

6 eo'“ 01t 8 1,71
j =10 [ln(2+ e% f} ~171=f(c)(6-2) = f(c) = —— = 0,43 . Es decir, 430 hogares.
2 2+ 2 4

9.70.El numero de personas afectadas por una enfermedad contagiosa viene dado por N(t) = 1000(1 — e‘°‘2t),
donde t representa el nimero de dias transcurridos desde la aparicion de la epidemia. Se acepta que el
valor medio de la funcion N(f) en el intervalo [0, 30] es una buena aproximaciéon del nimero medio de
enfermos por dia en un periodo de 30 dias. Calcula esa media de enfermos por dia.

30 30
J. 1000(1- %% = 1ooo[t + 5e’°’21 | =25012,39=30f(c)
0

= 834 enfermos de media al dia.

f(c) = 25012,39
30

PROFUNDIZACION

9.71.Sea fla funcion definida en el intervalo [-1, 1] por f(x) = (ax + b)e"*, donde a, b y k son niimeros reales,
y sea la curva de la figura un trozo de su grafica. La recta T es tangente a dicha curva en el origen.
a) Sabiendo que T pasa por (1, 1), calcula su pendiente.
b) Con el apartado anterior y sabiendo que la grafica de f pasa por (1, e), calcula a, by k.
c) Calcula el area sombreada.

Y
F(x)
= L .
> |
b
1- 1
0 1 X

a) Como T pasa por O(0, 0) y por A(1, 1), su pendiente es m = 1.

b) Como la funcién pasa por el origen, debe ser f(0) = b = 0. Y como pasa por B(1, e), debe ser ae“=e.
Como la pendiente de T es 1, debe ser f'(0) = 1 = f’(x) = ae(kx + 1) y f’(0) = a = 1. Al sustituir en
aek= e, k =1. Por tanto, la funcion es f(x) = xe*.

c) La ecuacion de la recta tangente es y = x, y el area sombreada:

1 27!
I (xe*—x)dx =| e*(x—1)-2=| =—Liq=1 2
0 2], 2" 72

b
9.72.Encuentra el intervalo [a, b] para el que la integral J‘ (2+ x - x?)dx alcanza su maximo valor.
a

Y b
Como J‘ (2+x—x?)dx mide la diferencia entre las areas limitadas por la curva por
Y a
/f— encima y por debajo del eje horizontal, se obtiene el maximo valor cuando toda la
o 1 X region que abarca la curva esté por encima del eje horizontal, esto es, en [-1, 2].

2 x* X 9
Luego el maximo valor de la integral es: _[ (2+x—x?)dx =| 2x +7—? =—
1
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9.73.Sea fla funcion definida en R por f(x) = (x*+ 1)e™** 2 En el dibujo se muestra un trozo de la grafica de f,

asicomolarectary= —x.

N f------------HQ

a) Comprueba que el punto Q(2, 5) esta en dicha recta y en la grafica de f.

b) Calcula el area de los triangulos OPQy ORQ.

c) Calcula el area encerrada por las graficas de f, el eje vertical y la recta r, y comprueba que el nimero
obtenido esta comprendido entre los dos niimeros del apartado b.

a) Esta en la recta, pues %-2 =5, ytambién en la curva, pues (22+ 1) e?*?=5,
b) OPQ tiene base 5 y altura 2, su area es 5 u®. ORQ tiene base ezy altura 2, luego su area es e?~ 7,389 u?.

2
2 2
c) I [(x2 +1)e "2 —ng dx = {—e"*z(x2 +2X+ 3)—5% =3e?-16 = 6,167 , que esta comprendido entre los
0

0
valores obtenidos anteriormente.

9.74.Supodn que tienes que calcular la suma de las raices cuadradas de los 10 000 primeros nimeros
naturales. Aproxima ese valor con una integral.

Y

10000
10000
ﬁ+ﬁ+...+\/1ooozj &dx:{z"f} :Mzeeaeeam
0
0
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9.75.La grafica de la funcién y = f(x) es la que tienes debajo. Ordena, de menor a mayor, los siguientes

numeros.
Y a) F(1)
b) El valor medio de f(x) en el intervalo [0, a]
4 c) El valor medio de la funcién f(x) en el intervalo [0, a]
d) J-O;’(x)dx
0] 1 Va X

f’(1) es la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = 1.
El valor medio de la funcion f’(x) en el intervalo [0, a] es la pendiente de la recta que une los puntos A(0O, f(0)) y

B(a, f(a)).
, f(a)-f(0) , .
Trazando ambas rectas se observa que la f’(1) es menor que ———— y que ambos numeros son negativos.
a

a a
El valor medio de fes f(c) con I f(x)dx =f(c)(@—0), y como a es mayor que 1, entonces J. f(x)dx > f(c).
0 0
Ademas, ambos numeros son positivos , pues claramente el area sobre el eje horizontal es mayor que el area

- a
por debajo del eje. Luego f'(1) < fa)-f(0) <f(c)< J. f(x)dx .
a 0

Y

1

0 i\Ja X

9.76.(PAU) Dos hermanos heredan una parcela que tiene la forma de la regién limitada por la parabola y = X y
la recta y = 1. Deciden dividirla en dos regiones de igual area mediante la recta horizontal y = a. Calcula el

valor de a.
Y
f
\Zy/ _____
0 1 /X

La recta y = 1 corta a la parabola en los puntos de abscisa x = -1y x =1, y la recta y = a la corta en los puntos
de abscisa x=—\/g y x=x/g.
Como se ha de dividir en dos partes de igual area mediante la recta y = a, tiene que ocurrir que:

Ja 1
I (a—xz)dx=lJ. (1—x2)dx=g.
~Ja 2J)4 3

Va 3]ve
Al resolver la integral primera se obtiene: I (a—x?)dx = {ax—%} = 4af
_Ja &

Igualando el resultado a % y despejando: 4a§/§ = % =+ad = % = a= i/g =~0,63
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RELACIONAY CONTESTA
Elige la unica respuesta en cada caso:

9.1. En Economia, el coste marginal se identifica con la derivada del coste total. En una empresa, un estudio
ha concluido que el coste marginal C(q) expresado en miles de euros en funcién del nimero q de
articulos fabricados viene dado por Cy(q) = 3q2 - 12q - 17. ;Cual es el coste total Cr{q) en miles de
euros sabiendo que para 5 articulos es de 20 000 euros?

A) Cr{q) = ¢*- 69" - 17q C) Crlq) = 6q — 12

B) Cr{q) = q*- 69> -17q +5 D) Cr(q) = ¢°-6¢° - 17q + 130

La respuesta correcta es la D.

Una primitiva de Cm(q) = 3¢ — 12qg — 17 es C1(q) = g° - 6¢° — 17q + C.

Como Cr(5) = 20, se puede hallar la constante C: Cr(5)=5°-6-5%—17 - 5+ C = 20, por tanto C =130y
Cr(q)=q°-6¢* - 17q + 130.

9.2. La funcién F(x) = ?—1 definida en (0, +) resulta ser una primitiva de una funcion f definida en
X b'¢

ese conjunto. Otra primitiva, G, de f podria ser:

p) Ax+2 by 1__2
x2+x X x+1
2
g) 3X *ox+2 E) 2Inx+1-In|x|

2(x%+ x
o) xX}+x2+x-1
x(x+1)
La respuesta correcta es B.
Para que ambas sean primitivas de una misma funcién, deben diferir en una constante:

2 1 3x*+5x-2 4x-2x-2-3x*-5x+2 -3x*-3x -3x(x+1) 3

x+1 x  203+x) 2x(x +1) T2x(x+1)  2x(x+1) 2

F(x)-G(x) =

9.3. Sea S el conjunto de puntos (x, y) del plano tales que a<x< by 0<y<f(x). Siel area de S vale 1,
jcuantas de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

a)a=-1,b=0,yf(x) =™ c)a=0,b=%,yf(x)=tgx

b)a=1,b=eyf(x)=1 d)a=0,b=g,yf(x)=senx
X

A) Ninguna D) Solo tres

B) Solo una E) Las cuatro

C) Solo dos

La respuesta correcta es la C ya que son ciertas b y d:

0 B .10 0
a)J. exdx=[—e XJ =€ —(-e)=e-1. FALSA.
-1 -

e
b)J. ldx=[|nx]1e=|ne—|n1=‘I.VEDADERA.
1 X

72 7

L3 = 5
c) | *tgxdx=[-Inlcosx||4 =—In—-=—(~In1)=-In—-= = 1. FALSA
) [ “tax ax=[-mfcos x[]¢ =-In"=~(-In7)=-n

K

z L
d)J. 2 senx dx =[~cos x]2 :—cos%—(—cosO):O+1:1 . VERDADERA.
0
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Sefiala en cada caso las respuestas correctas:

2

9.4. Seal=J' (x> =1)ax.

-1
A) I mide el area de la region comprendida entre la curva de ecuacién y = x* - 1, e eje de abscisas y
las rectas de ecuacion x =-1, x = 2.

B)I=0

C)I= j12(1—x2)dx

D) I= [2x]’,

E) i< Iz(x2—1)dx
1

Son correctas las afirmaciones B, Cy E.
A) La funcion f(x) = x¥* — 1 es una parabola que va por debajo del eje X entre -1y 1, asi pues, / no mide el
areaentre—1y2.

3

2
2, X ~
B) L(x —1)dx—{ : xL_o

1 , PRk
C) Lm-x )dx:{x—?lz -0

D) [2x)5=4-(-2)=6
3

2
E) '[ (x2-1)dx = [%—x} =§ . Entre 1y 2 la funcién va siempre por encima del eje X.
1
1

9.5. La grafica de la figura es la de una funcién f derivable en el intervalo [0, 10].

Y

B

A)f’(0)=9
B) f’(5)>0
C) Cualquier primitiva de fse anula en x = % .

D) Cualquier primitiva de f es decreciente en [0,%] .

E) Cualquier primitiva de f admite un maximo relativo en x =

N>

Son correctas las afirmaciones Ay E.

A) La pendiente de la recta tangente el punto (0, —4) es =9, porlo que f(0)=9.

5 (-4)
0

B) La tangente el punto de abscisa 5 es decreciente y por tanto, f '(5) debe ser negativa.

C) Al ser f(%) = 0, cualquier primitiva de f tendra un minimo relativo en x = %

D) Al ser f negativa en el intervalo {O, %} sus primitivas son decrecientes en dicho intervalo.

E) Para que una primitiva de f tenga un maximo es indispensable que f se anule en dicho punto.
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Elije la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

9.6. Sea funa funcion continua en el intervalo [0, 4].
4
a) j f(x)dx >0
0
b) f(x) > 0 en [0, 4]

A)aeb

B)a—=b,perob =» a
C)b=a,peroa % b

D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior

La respuesta correcta es C.

4
Si f es estrictamente positiva en [0, 4] entonces J f(x)dx debe ser positiva ya que dicha integral mide el area
0

entre la curva y el eje X. La otra implicaciéon no es cierta ya que la integral definida puede ser mayor que cero
sin que la funcién sea siempre positiva.

Seriala el dato necesario para contestar:

9.7. Sea f(x) = asen x + be™* + ¢/ x , de la que se sabe que en el punto de abscisa d la grafica de f presenta
d
tangente horizontal. Para calcular J. f"(x)dx se tienen los siguientes datos.
1

a) El valor de a.
b) El valor de b.
c) El valor de c.
d) El valor de d.

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ningtn dato.

La respuesta correcta es D.
d

Como f ’(d) = 0 ya que la tangente en d es horizontal, se obtiene: J. f(x)dx =f(d)-f'(1)=0-F(1)=-Ff(1).
1

d
Ademas la derivada de fes f(x)=acosx-be™ +L, por tanto, para calcular I f"(x)dx = —f’(1) no hace
1

2Vx

falta el valor de d.
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Analiza si la informacion suministrada es suficiente para contestar la siguiente cuestion:
2

9.8. Para decidir el signo de la integral ‘[ f(x)dx , siendo f una funcion continua y creciente, se sabe que:
0

a)f(2)>0 b) f(0)>0

A) Cada informacién, a y b, es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen faltan mas datos.

La respuesta correcta es la C.
2

Si f(0) > 0, como f es creciente, se deduce que f es positiva en el intervalo [0, 2], por lo que I f(x)dx es
0

positiva.

En cambio si f(2) > 0, no se aporta ninguna informacién sobre el signo de la funcion en [0, 2] y no se puede
concluir nada acerca del signo de la integral.
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