5.1

5.1

5.1.

5.2,

5.3.

E Funciones. Limites y continuidad

ACTIVIDADES INICIALES

Representa la funcién: Yy
f
-x*+3 si x<2 S
f(x)=<x+1 si 2<x<4
5 si x24 4]
0 +

Factoriza estos polinomios:

a)P(x)=x*-4x-5 b) P(x) = x* + 4x* + 3x c) P(x) = x* +2x* - 7x* - 8x + 12
a)P(x)=xX* —4x-5=(x+ 1)(x = 5)

b) P(x) = x> + 4x* + 3x = x(x + 1)(x + 3)

C)P(x)=x* +2x° = 7x* = 8x + 12 = (x — 1)(x — 2)(x + 2)(x + 3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Una empresa fabrica cajas de laton sin tapa para almacenar un liquido colorante con un volumen de
500 cm®. Las cajas tienen la base cuadrada. Llama x a la longitud del lado de la base y encuentra una
funcion que nos dé los metros cuadrados de laton necesarios en funcion de x.

Si h es la altura de la caja, su superficie = 4xh + XZ; como el volumen = x> h, la altura de la cajaes h= g Y
X

2000

la superficie, S(x)= + X
X

Encuentra la expresion matematica que nos da la suma de dos numeros en funcién de uno de ellos,
sabiendo que el producto de ambos es 192.

Si xy:192; y:gzx.yy:x-}-@ S(X):X-’—&
X X X

La funcién f(x) = —x* + 120x — 3200 representa el beneficio (en cientos de euros) que obtiene una
empresa en la fabricacion de x unidades de un producto.

a) ¢Cuantas unidades hay que fabricar para obtener el maximo beneficio posible? ¢ Cual es este
beneficio maximo?

b) Halla la funcién que expresa el beneficio unitario

c) ¢Cual es el beneficio unitario al fabricar 60 unidades?

. . . . - -— 120
a) Como es una parabola concava hacia abajo, el maximo lo alcanza en el vértice: x, = - =60 . Luego el

maximo beneficio se obtiene fabricando 60 unidades de producto.
Como f(60) = —60% + 120 - 60 — 3200 = 400, el beneficio es de 40 000 euros.

f(x) —x%+120x-3200
b) B(x):-l;l-: x

—| 2 . - _
c) B(60) = 60 +120:60-3200 =% = 6,6 . El beneficio es de 666,67 euros por unidad.

60
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Dadas las funciones f(x) = Vx+2 y g(x) = zx 9’ calcula el dominio y la expresioén de las funciones:

1 f
a)f-g b)f-g 2 d)E

Comenzamos calculando el dominio de cada una de ellas:
D(f) = [-2, +), y D(g) = R—{=3, 3}

a)f-g  D(f-g)=[-2, +o)={3} (F-gkx)=F(x)-g(x)=Vx+2-

x% -9
b)f-g  D(frg)=[-2 +=)—{3} (F'g)(x)=F(x) g(x):xx_vzxj:
c) 1 Como f(-2) =0 (1)_(_2 +oo); ( j(x)_L: 1
f f VXx+2
d) L Como g(0) = 0, D(L ) = [-2, +o0) — {0, 3}; ( J f(X) -9Nx+2
g g X

Observacion: A pesar de que la expresion de L si esta definida si x = 3, al provenir dicha funciéon de un
g

cociente de funciones en las que una de ellas no esta definida en x = 3, este punto no esta en el dominio del
cociente.

Escribe las siguientes funciones como composicion de funciones elementales.
a) M(x) =In(3x - 5) b) N(x) = /sen(e*)
a) f(x)=3x-5; g(x)=In(x); M(x)=(g-f)(x)

b) f(x)=e*; g(x)=senx; h(x)=+vx; N(x)=(hogof)x)

Ayudandote de la calculadora, obtén los siguientes limites.

2_ X _ _
a) Ilmﬂ c) lim e’ 1 e) lim |x| ) i In(x—1)
x-1 x -1 x-0 X x=0 X x-2 x-—2
b) lim e* +5 d) lim > -3 f) lim —>— h) lim —X
x—>-3 x->3 x° =9 x=2 X —2 x>-2X+2
2_
a) lim X_=3x+2 _ _,
x—1 x-1

b) lim eX+5=¢e"+5~5,049

X—-3

e) lim u . No existe. Si nos acercamos al cero por la izquierda, obtenemos que el limite es —1, pero si nos
x—0 X

acercamos por la derecha, el limite nos da 1, es decir, los limites laterales no coinciden.

X . . . N
f) lim 5" No existe. Se hace muy grande en valor absoluto (negativo si nos acercamos por la izquierda al 2
X—2 X —

y positivo si nos acercamos por la derecha).

. In(x—1)
| i S —
9 XIE]2 X-2

. 3x . s . o
h) I|m2 5" No existe. Se hace muy grande en valor absoluto (positivo si nos acercamos por la izquierda al
xX—=-2 X+

2 y negativo si nos acercamos por la derecha).
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5.7. Escribe una posible expresion para una funcién f, definida a trozos, que cumpla:

a) lim f(x)=3, lim f(x)=-2y f(1)=-2
x—-1" x—-1"

b) lim f(x)=3, lim f(x)=3 y f(2)=5
x—2" x—2

+2 si 1
a) Respuesta abierta, una posible expresion para la funcion f seria: f(x) = {X bxXs

-2 si x>1
. . . . . x+1 si x#2
b) Respuesta abierta, una posible expresion para la funcioén f seria: f(x)= 5 . 5
si x=
5.8. Calcula, si existen, lim f(x) y lim f(x), siendo f la funcién:
x—-1 x—4
x+3 x<—1
fix)=<{x*+1 -1<x<4
3-5x x>4
lim (x+3)=2
lim f(x)=4*2>"" = Luego lim f(x)=2.
Jm )= Tim (1) =2 go. fim, 7(x)
x——1t
lim (x?+1)=17
lim f(x)={ x—>4" Como los limites a izquierda y a derecha no coinciden, no existe el limite.
I 0= S (3-5x)=—17 = . y
x—4T

5.9. Calcula los siguientes limites.

. 1 . 1 . 1
a) lim ——; lim ——; lim——
x=2" X—=2 x2t X—2 x-2x-2
. 2 X+2 . X+2
b) lim 55 lim 7> lim 3
x—3" (X — 3) x—3* (X — 3) x—3 (X - 3)
. e . eX e
c) lim —; lim —; lim —
x>0~ X x-0" X x-0 X
. 1 . 1 . .
a) lim =—co; |im =+ lim = No existe.
X2~ X— oot X—2 x—2 X —
. X+2 . X+2 . X+2
b) lim > = too; lim > = o] lim > = oo
x—3~ (x—=3) x—3% (x—=3) x—3 (x-3)
X X X
. e ) . e .
c) lim —=-o; lim —=+; lim — = No existe.
x=0" X x—0T X x=0 X

5.10. Calcula lim f(x), lim f(x), lim f(x) en cada caso.
x—=1" x—=1" x—1

a) | Y

E:—_

M

0

S S A -

a) lim f(x)=e; lim f(x)=—e; lim f(x) = No existe.
x—=1" x—-1t x—1

b) lim f(x)=—; lim f(x)=—; Iim1f(x)=—oo

x—-1" x—1F
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5.11. Calcula los siguientes limites:

6+ 1.2
Y w2 2 _ —
a) lim X X b) lim SX =3 c) lim ); d) lim In[—)
X =40 X+ X +2 X—=—o0 X° — X —>+o0 X
2-5
X
6x> x 2 2
2 —t 5 6+
. (2x-1)(2+3x) _ . 6x“+x-2_ . X2 X2 X% _ . X x2 _6+0+0 _
a) lim = lim = lim = lim = =
X—>+o0 2x2_5 Xt 2x2_5 x—to  2x2 5 X—>+oo 2_3 2+0
2 T2 x2
X X
3x2 5 5
3x% -5 ~ x 3x——
b) lim = lim XX = |m X = lim 3x=+oco
X—too X+ X—>+oo l_g Xooo g X—>+oo
X X X
x 1 1 1
_ 22 Y 2 _
o) fim X o jim 22 xC o i X x2 00 _,
Xs—oo X2 — Xm0 X2 4 Xes—oo 1- 4 1-
— % 2
X% x? X
1
d) lim In|—(=In( lim —)=In(0)=-c
X—>oeo X X—
5.12. Calcula los valores de a para que lim W= 2
X oo 3x°+1
2,.2 (a2—a)+(2a_2)
lim (ax—x)(2+ax)= im X (a —a)+x(2a—2)= lim X (a —a)=2
X—>+oo 3x2 +1 X—>+o0 3x2 +1 X—>+o0 3+i 3
2
a —a=6:>a2—a—6=0,a=3oa=—2
2
5.13. La poblacion de bacterias de cierto cultivo sigue esta ley: P(t)=% miles de bacterias,
+

donde tindica los dias transcurridos desde su inicio.

a) ¢ Qué poblacion habia al principio del estudio?

b) ¢ Qué poblacién habra al cabo de una semana?

c) A medida que transcurre el tiempo, ¢ hacia qué valor tiende a estabilizarse la poblacion?

(3:0+2)(5:0+1) _2
(2:0+1)° 1

Habia 2000 bacterias.

(3:72+2)(5:7+1) _149-36
(2:7+1)° 15%

Habra 1589 bacterias, aproximadamente.

a) P(0)= = 2 miles de bacterias

b) P(7)= =~ 1,58933 miles de bacterias

15¢3  3t2 10t 2

i BPa2)6ten) 150432410042 @8 33 T3

c) lim P(t)=
PR x—teo (2t +1)° x—teo 813 41212 46t +1 x4 85 122 6t 1
—t—+ =+

A SR S

3 10 2
15+—+—5+—=
- t 2 £ _15_ - -
= lim —+————=—=1,875 miles de bacterias
X_>+°°8+E+E+i 8
t 28

El nimero de bacterias se aproxima cada vez mas a 1875.
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5.14. Calcula Iirr; f(x) en los siguientes casos:
X

1

X+ —

a) f(x) = —X

x_i

X

2
x“-7x+10
b) f(x)= ————
) ) ="—7—

1
X+ —
a) lim f(x)= lim X
)x—>2 (x) x—>2x_1
X

¢) fx)= X2
X+2
2
d) f) =2
x—
1 5
2+— —
-_2_.2_.9
.1 33
2 2

-7x+10 _ lim (x=2)(x-5) - lim M:_E

X2
b) lim f(x)= lim
X—2

X—2 x2

c) lim f(x)= lim xX=2

x—2 x—=2 X+2
X2

d) lim da lugar
x—2 X-—

2

x—2 x—2 X-2

5.15. Calcula estos limites:

a) lim
x—>-= X+5

lim f(x)= lim X% = jjim (X*+2(x=2)

—4  x->2(x-2)(x+2) x-2(x+2) 4

a una indeterminacion del tipo % .

=lim (x+2)=4
x—2 (x-2) x—2

d) Iir:\w (5—x)(3+ x)

b) lim (xz—x) e) lim (2-x)
X——oo X——oo
. 3 R
c) lim|—-x f) lim e
x——o\ X X—>too
3 3
a) lim 3 - jim —X im —x_=_9 -9
X—>=0 X+5 x—o-w X E X 4 E 1+0
X X X

b) Xirlq(xz - x) =+ oo

. 3
c) lim|——-x|=+e
X——oo\ X

d) lim (5-x)(3+X)=—oo

X—> oo

e) lim (2—x)=+oo

X—>—oo
. x_ 1

f) Iim e”"= lim —=
X—>+o0 X—>+o0 @X

l:o
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Calcula estos limites. Si dan lugar a indeterminaciones, indica de qué tipo son y resuélvelas:

. 3 1-+1- x? oo (X +2 x-3
a) lim |7—-— e) lim——— i) lim -—
X x-1 x“-3x+2

X— +o0 x—0 X x—1

x? = x+1 - x2+1-+x%-1

b) lim — f) lim ——

x—-3 x—-2 X—>12 ’X +3 X—>+oe X

x*-x?>-4x+4

. 2
c) XT'_L(:;X +x 5) g) )I(l_r)n1 (x—1)3
x3-8 )
d) lim h) lim (3x*+ x-5)
x>2 x“—4 X—> oo
a) lim [7—§]=7—0=7
X—> +oo X
. x?—x+1_9+3+1_ 13
b) lim = =——
x—>-3 X-2 -5 5

c) lim (3x2+x—5)= +
X——oo

3 —

5 8 . Indeterminacion tipo 9
4 0

d) lim X
X—2

2 2
-8 _ lim (x=2)(x"+2x+4) _ lim (x“+2x+4) _

x52x2 -4 x-2 (x+2)(x-2) -2 (x+2)
C1-y1-x2 .0
e) lim 3 . Indeterminacién tipo — .
x—0 X 0
.- V1- (1-V1-x? 1+\/1 x?) _ T x2) - im x? _
x—0 x X—)O 1_,'_\/1 X x—0 21+\/1 X x—0 21+\/1 X
= lim ———— -1
x=0 (1+\/1 x2 ) 2
. 1-x? o .0
f) lim ———". Indeterminacién tipo — .
) X%12_ ,X2+3 p 0

1-x2 (1-x2)(2+Vx% +3) o (1= )(2+Vx +3) _ = lim 2+ [x243) =

lim = lim
1o Yx213 2102 x2+3)2+/x2 +3) g 1-x

x3-x?-4x+4

9) )I(iLn1 (x—1)3 . Indeterminacion tipo %
m x3—x? -4x+4 (x—1)(x2—4):Iim (x2—4):_°o
x—1 (X 1) x—>1 (X—1)3 x—1 (X—1)2

h) lim (3x2+x—5) = +oo

X—>+oo

o [ X+2 x-3 L
i) lim — . Indeterminacion oo —oo .
x>0 x=1 x?-3x+2
. x?—x-1
2 _3 2 1 | M G2
lim| X*rs___X = lim XX xot ) = Luego no existe el limite.
x>\ X=1 x%2_3x+2 x=>1(x=1)(x-2) lim X —-x-1 -
xo1t (X=1N)(x-2)
lim —M —— X241 Indeterminacion tipo oo —co.
X—>+oo0
e +1—\/x 1 AR R 2 .
X—>+oo X X—>+oo x(\/x +1+\/X2 1) X_>+°°X(\/X +1+\/X2—1)
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5.17. Estudia la continuidad de las siguientes funciones, especificando en su caso el tipo de
discontinuidad.

x+1 si x<0

a) fix)=4x?+1 si 0<x<1 b) f(x)=‘L‘
. x-3
2x+1 si x>1
x+1 si x<0
a) f(x)=x*+1 si 0<x<1
2x+1 si x>1

Como las funciones que definen cada trozo son continuas, pues son trozos de rectas y parabolas, basta
verqué ocurreenx=0yenx=1.

lim (x+1)=1=£(0)

x—=0"

limf(x)=<"" ) = Luego lim f(x)=1 y la funcion es continua en x = 0.
x=0 lim (x* +1)=1 x=0
x—0*
lim (x* +1)=2=f(2)
limf(x)={*" = Luego no existe lim f(x), pues, aunque existen los limites laterales,
X1 lim(2x+1)=3 x—1
x—>1"
estos no coinciden. Asi pues, en x = 1 hay una discontinuidad de salto finito.
b) f(x)=|——| . Comencemos definiendo la funcién como una funcién a trozos:
X X X

= si >0. Resolviendo la inecuacién tenemos que x e (- ,0]U (3,+ o).
x-3| x-3 x-3

X o X 5% 3 <0, xe(0,3) Lafuncién no esta definida en x = 3, luego alli no sera continua.

x-3 x-3 X—

lim —X_ =0 =£(0)

lim f(x)=1{*>0 X~3 = Luego lim f(x)=0 y la funcién es continua en x = 0.
x—0 -0 x—0

=> La funcién tiene una discontinuidad esencial en x = 3. Larecta x =3 es
= +4oo

lim f(x)=4x>3"
x—3t X=3

X

una asintota vertical.

5.18. Determina para qué valores de ay b es continua la funcién:

x2—b si x<0
f(x)=Jax+b si 0<x<2
x>+b si x>2

Six# 0y x#2, la funcidn es continua por ser trozos de parabolas y rectas. Calculemos los limites laterales en

x=0yenx=2.
lim (x? —b)=—b =f(0)
lim f(x) =< x>0 Si queremos que en x = 0 sea continua, entonces —-b =b= b = 0.
x—0 lim (ax+b) =b
x—0*

lim (ax+b)=2a+b=1(2)
lim f(x)={*"%
X2 lim (x*+b)=4+b

x—2+

como b =0, debe ser a = 2.

Si queremos que sea continua en x =2 debe ser2a+b=4+b,y

x? s x<0

La funciénes: f(x)=<2x si O0<x<2

2
10 E Solucionario
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5.19.

5.20.

5.21,

5.22.

5.23.

5.24.

-1 . .
si x# 1 sea continua.

Determina el valor de f(1) de forma que f(x) = X
X

5 4, .3, .2

X0 =1 . x—1(x +Xx7+x +x+1) .

lim :I|m( ) = lim{x* +x3 +x% + x+1)=5
x->1 X=1  x->1 x-1 x—1

Luego f(1) = 5.

Demuestra que la ecuacion x>+ x* +x+1=0tiene alguna solucion real.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcion continua f(x) = X° + x>+ x + 1 en el intervalo [-1, 0], por ejemplo,
como f(—1) = -2y f(0) = 1, se deduce que existe ¢ en (-1, 0) con f(c) = 0, luego x = ¢ es una solucion de la
ecuacion.

Demuestra que la ecuacién x* + 5x + 1 = 0 tiene alguna solucidn real y da una aproximacion correcta
hasta las décimas.

De nuevo se aplica el teorema de Bolzano a la funcioén f(x) = x> + 5x + 1 en intervalos cada vez mas pequefios
hasta obtener la aproximacién deseada:

[-1,0] f-1)=-5yf0)=1

[-0,2,-0,1] f£(-0,2)=-0,008y f(-0,1) = 0,499

La solucibnes x=-0, 1...

La funcién f(x) =

3 2 cumple que f(1) =-3 y f(3) =1, y no corta al eje X en ningun punto.

¢Contradice este ejemplo el teorema de Bolzano?

No lo contradice, pues la funcidon no cumple todas las hipétesis del teorema de Bolzano. La funcion no es
continua en el intervalo [1, 3], tiene una discontinuidad esencial en x = 2.

Encuentra el maximo de la funcion P(x) = x(5 — x).

Como se vio en el texto, la funcién tiene un maximo. Al ser una parabola, sabemos que dicho maximo lo

alcanzara en el vértice V(% %) . Comprobamos que el maximo se alcanza en el intervalo [0, 5].

Se define poder adquisitivo, PA, como la cantidad de bienes o servicios (de precio unitario PU) que

podemos adquirir con una determinada cantidad de dinero T, es decir, PA =%.Por ejemplo, si

disponemos de 180 € para la compra de libros que cuestan 15 € cada uno, tenemos un poder
adquisitivo de 12 libros.

Calcula el limite del poder adquisitivo cuando Ty PU dependen del tiempo ty este tiende a mas infinito,
en los casos siguientes:

a) T()=5t+1yPU(t) = +1
b) T(f) = 8F+ ty PU(t) = 2 -3
c) T(t) = 3t + 12 y PU(t) = 250

a) T(t)=5t+1y PU(t) =t +1

im PA= lim —) _ im STy
t—+oo totoo PU(L)  t—+eo t2 41

b) T(t)=8t>+t y PU(t)=2t*>-3

2
lim PA= lim ) _ jim 8C+L _y
t—>+oo totoo PU(L)  t—+e0 212 _3

c) T(t)=3t+12 y PU(t) = 250
T(t) . 3t+12
= 4o

lim PA= lim = lim
t—s+oo t—+o PU(t) t—o+- 250
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EJERCICIOS

Funciones reales

5.25. (PAU) Sean las funciones f(x) = X+ax+b y g(x) = —x* + c. Determinese a, b y ¢ sabiendo que las
graficas de ambas funciones se cortan en los puntos (-2, -3) y (1, 0).

Ambas funciones deben pasar por esos puntos, planteamos el sistema y se resuelve:

-3=(-2P+a(-2)+b (3=4-2a+b=b=2a-7

-3=—(-2f+c _ | B8=—4+c=c=1
0=1P+a1+b 0O=1+a+b=0=1+a+2a-7=a=2
0=-1+c O0=-1+c=c=1

Las funciones son: fix) = x>+ 2x -3y g(x) = —x* + 1.

5.26. Encuentra la parabola que pasa por los puntos A(0, -1), B(1, 2) y C(2, 3).

La ecuacion de la parabola es y = ax’ + bx + ¢. Planteamos el sistema:

-1=c
2=a+b+c cuyas solucionessona=-1,b=4yc=-1
3=4a+2b+c

La parabola es y = —x* + 4x — 1.

5.27. Expresa la funcién f(x) = 12x + 4] — Ix — 11 como una funcion definida a trozos y dibuja su grafica.
[2x+4|=2x+4six>2-2y|2x+4|=—(2x+4)=-2x—-4six<-2
[x=1=x-1six21y|x—-1]==(x—-1)=—x+1six<1
Observa cémo queda la expresion dependiendo de los valores de x:

| |

_|2 x+4—(x+1)=3x+3 1'

—2X—4—(x+1)=—=x-5 2x+4—-(x—1)=x+5

La expresion de f como funcion definida a trozos es:
-x-5 si x<-2 f
f(x)=43x+3 si -2<x<1
x+5 si x21
i
VI X

Operaciones con funciones

5.28. Escribe las siguientes funciones como composicion de funciones elementales:

1
Inx

b) B(x) = cosy e d) D(x)= eVsenx®

a) f(x)=5x-2; g(x)=x"2= A(x)=(gef)x)

a) A(x) = (5x —2)"? c) C(x) =

2

b) f(x)=x-1 g(x)=e*; h(x)= & p(x)=cosx = B(x)=(peoheogof)(x)
c) f(x)=x2; g(x)=Inx; h(x):%:C(x):(hogof)(x)

d) f(x)=x5; g(x)=senx; h(x)=+vx; p(x)=e*X=B(x)=(pohogof)(x)

12 E Solucionario



5.29. Sea f(x)= A :
1+ x

a) Calcula la funcién (f o f)(x).
b) Catalina asegura que (f o f)(-1) = 0, y Gloria afirma que (f o f)(—1) no existe.
¢Quién de las dos tiene razon?
1) 1 x+1
1 X+2
1+ x
b) Gloria tiene razén, pues como D(f) = R — {~1}, x = —1 no esta en el dominio de (fo f).

1+ x

a) (fof)(x)= f(

1+

5.30. Calcula la funcion inversa de:

a) f(x)=x>-8 b) f(x) = 2"3'5
a) F'(x)=3Yx+8 b) F~'(x) = 3X2+5

5.31. Sean las funciones fy g definidas asi:

5x-7 si x<-1 3-2x si x<2
f(x) = . g(x)= )
1-3x si x=>-1 xX+7 si x22

Encuentra la expresion de la funciéon suma s(x) = (f+ g)(x).

fix)=5x-7 | fix) =1 -3x | fix)=1-3x
g(x)=3-2x -1 g(x)=3-2x 2 gx)=x+7
s(x)=3x-4 S(x) =4 —5x s(x) =8 —-2x
3x-4 X< -1
S(x)=44-5x -1<x<2
8-2x x=>2

Limite de una funciéon en un punto

5.32. La funcién f(x) no estd definida para x = 1. Observando la tabla de valores siguiente, contesta
razonadamente:

"2 099 0999 1,001 | 1,01
Lo 3,02 | 3,001 | -299 |-295

a) ¢Existe lim f(x) ? b) ¢Crees que existe lim [f(x)]2 ?
x—1 x—1

a) Parece que no, pues a la vista de los datos parece que lim f(x)=3 y lim f(x)=-3.
x—1" x—>1t

b) Parece que si; por lo visto en el apartado a, seria Iim1[f(x)]2 =9.
X—

3

5.33. La funcién f(x)=>_—

5 no esta definida para x = 2. Con ayuda de la calculadora, obtén el limite
X

X 1,9 2,1 1,99 2,01
f(x) 2,92564 3,07561 2,99251 3,00751

A la vista de los datos, parece que Iim2 f(x)=3.
X—

Solucionario E 13
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5.34. Si limf(x)=3 y lim g(x)=5, calcula:
X—a X—a

a) lim [f(x)+ g(x)] c) lim [3f(x) - g(x)] e) lim \/[f(x)]2+g(x)+2

f 2
b) lim [(x) - g(x)] d) lim [F(x)]? f) lim [ﬂJ
a) lim [f(x)+g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)=3+5=8
b) lim [f(x)—g(x)]= lim f(x)— lim g(x)=3-5=—

c) lim[3f(x)—g(x)]=3 lim f(x)- lim g(x)=9-5=4

2
d) lim [f(x)P { lim f(x)} =32=9

e) lim y[F(x)P +g(x)+2 =\/ (F(x)P +g(x)+2)=Vo+5+2 =4

lim
. 2

f) lim [MT = {Iim ( 60 ﬂz = [ llina f(X)} = (ET _9

ol g(x)) [l gx) img() | \5) 25

5.35. Dibuja en cada caso una grafica para una posible funcion que se comporte de la siguiente manera
cercade x=2.

a) fi2) =1y lim f(x)=1

b)fi2) =1, lim f(x)=1 lim f(x)=—1
x—2" x—2*
c)fi2) =2 lim f(x)=1 lim f(x)=3
x—2" x—2%
d) f(2) no esta definida; lim f(x)=1 lim f(x)=1
x—2" x—2*

e) f(2) no esta definida; lim f(x) =1 lim f(x) no existe.
x—2"

x—2"

a) Y c) 4 e) Y
— .
T —
- 1 I T \Jl\s
Uy
1 X 1 X o1 X
/| /|
Nota: A la derecha del 2 la funcion
es oscilante
b) Y d) Y
|
1 1 /
L
1 LA X ol 1 X
/
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5.36. La funcién f esta definida a trozos:

x*-1 si x<—1
f(x)=1 x+1
e si x=-1

Ayudandote de la calculadora, obtén los limites laterales lim f(x) y lim f(x),y después, decide si
x—-T x—-1"

existe o no el limite lim f(x).

x—>-1
X -1,1 | 1,01 -0,9 -0,99
b98 —2,1 | —2,01 | 1,105171 | 1,01005

lim f(x)=-2y lim f(x)=1,luego no existe lim f(x).
x—-1" x—-1F x—-1

5.37. ¢Existe el limite I|m

IXI
- -3
lim | |= lim X+3=—1 lim |X |= lim e 3—1 luego el limite no existe.
x—3" |X| x—3" x-3 x—3* |X|_3 x—>3+x—3
1
5.38 Calcula lim xx.
x—0*
X \ 0,1 0,01
f(x) \ 0,1"=0,0000000001 | 0,01™ =0,0000...
1
lim xX =0

x—0t

Limites infinitos y en el infinito

5.39. Calcula los siguientes limites:

a) xl_i)rfm(3x2 +x+1) d) XILn_Iw(—xz +4x +5)
b) xl_i)nle(3x2 +x+1) e) xlln:m(xz —x“)
c) xlirl(—xz +4x+ 5) f) xli,"_'.,.,(xz - x4)

a) Xin:w(?)xz X+ 1)

2

lim {3x +x+1):+<>e

X—>—o0

X—>+oo

b
¢) lim (-x2+4x+5)= o
lim (- x2 +4x +5) = —oo
(

X—>—o0
e) lim X% - )
X—> o0
lim (x2 )
X—>—oco

Solucionario E 15
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5.40. Dibuja posibles graficas para estas cuatro funciones que cumplan estos dos requisitos cada una:

a) lim f(x)=+e y lim f(x)= 4 c) lim h(x)=—~ y lim h(x) =+
x—2% x—2" x—2" x—2"
b) lim g(x)=+ y lim g(x)=—e d) lim i(x)=—e y lim i(x)=—c
x—2" x—=2" x—2" x—2"
a) vl ) c) v[ ]
Ji\ /
1 X 1 — X
/
[
b) Y | d) Y
\
1 . 1.
T —0| 1 X ——0| 1 — X
\ \l/
\ Il

5.41. Calcula los siguientes limites.

a)xlingm \/x+3—\/;) XILT«\/— Tx=1

a) lim (m_\/;)_ lim Wx+3-Vx)Wx+3+4x) X+3-x i 3

= lim im ————==0
X—>eo X—>too Ix+3+4/x )H+°°\/x+3+\/_ Xt YX 13 X
b) lim 1 VX+1+/x— VX+1+4/x— lim \/x+1+\/

B e Y e SN ¢x+1_ﬁ)¢m+ﬁ) A )~ (x 1) X

5.42. Calcula estos limites. No olvides estudiar los limites laterales.

2 2
a) tim X+ b) lim — " ¢) lim 2X+1 d) lim X ~5X+6
x->3 x—-3 x—1 x° -1 x>-1 x+1 x>-1x2—4x+4
" (x+1y
2 - X
a) lim O No existe, pues {73 )
x—>3 x-3 L (x+1)
lim =
x—3t X-3
1 lim L =—oo
b) lim —— No existe, pues x>t X° =1
x=>1x° -1 lim = +oo
x—1 X2—1
| 2x+1
o 2x+1 . x>t~ X+1
c) XIerl1 T No existe, pues 2x+1
x—-1t X+1
x?—5x+6 2)(x-3 3 |im_8‘(‘2;=
d) lim 2—X+ m X223 _ iy (X23) existe, pues { ¥~ 2 3
x—>-1x°—4x+4 xaz (x— 2) x—=2(x-2) lim (x - ) _

x——2+ (X = 2)
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5.43. Calcula los siguientes limites.

x>-18-x -3 X213+ x —V2x+2
J24x -1 (V2+x-1)(V2+x+1)(Ve-x+3)  (x+D(V8-x+3)  Jgx+3
a) lim =i = lim = lim =—=-3

18— x -3 XE‘(\/S—X—3)(x/2+x+1)(x/8—x+3)_"”"(—1—x)(\/2+x+1) o J24x -1 2

b) Este limite no existe, pues:

i [8+x i \/8+x(\/3+x+\/2x+2) i \/8+x(\/3+x+\/2x+2)
S Brx N2x12 O (Vaex—Vaxe2)(3rx2xr2) ~(x—1) i}
\/8+X(\/3+X +\/2X+2)
I|m = 400
_xor —(x-1)
\/8+x(\/3+x +\/2x+2)
lim =—oo
X1 —(x-1)

5.44. Las graficas siguientes corresponden a cuatro funciones que no estan definidas en x = 1. Asocia cada
grafica con alguna de estas funciones:

1 1
f(x) = c) f(x)=——
a) f(x)=—— ) fl) = ——
b) f(x) = d) f(x)—;
(=17 (x*-1)’
a) Y c) Y| |
|
/
Jid 0\ )
/TN L
1 X o1 —X
[ [
l [
l l
b) Y d) Y
[
i\ \
1 1 \
o 1 X 0 X
La grafica a) corresponde a la funcion f(x)=—;
X p—
La grafica b) corresponde a la funcion f(x) = ( 1)2 .
X_
La grafica c) corresponde a la funcién f(x) = % .
—-X

1

=
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Calculo de limites

5.45. Calcula todos estos limites.

x?+x-90 . ox—1 , 3 2
1) lim 1\/_ 10) lim =——= 19) lim —— 28) lim (x*-3x* +25x)
4 2
2) lim ; 11) lim X-=18 20) lim — 1 20) lim 12X+ 7x+1
x=0 (1+ x)?2 - x>2 X -2 x—0* X% — X x—>«(2x+1)(1—4x)
2 4 _
3) ||m%3x 12) lim 2=X 21) lim X—sx 30) ||m[L— 3 3)
x-2 x°—x X+ X+ 5 xo2t X3 —2x2 x->N\1-x 1-x
2 x-1 4_ 2 _
a) lim X *3X 13) lim [”5] 22) lim X =3% 31) lim Y3X *7x=5
x—>-3 X“-x x-3 \ x—-1 x>2" X° —2X X oo 2x-9

5) lim x* +3x 14) lim (3x -5x) 23) lim (i_ 3 ] 32) lim (x—\/4x2+3x)

x>1 x%2—x xo+0\ 3Xx  2x+1
2
6) lim X *3X 15) lim — X =3 24) tim (1) 33 aim (23
x>0 x°—x x-1x2 —2x+1 X—>to0 x x+1 x—0m\ X Xx+1
7) tim SX=2 16) lim \/x* -9 25) lim [1EX_24X) g iy X*S
xoi= 2X+5 x5 x> X 1+x o ax® —x+2
— 2_ _ 2
8) lim > 17) lim (x*-3x*+2x) 26) lim w 35) lim X_76x+9
x—— 54+ x X—>+e xote (2x—1) x-3* x—-3
2 _ X _ Z_
9) lim X 1 1g) jim 2 +3x-1 27) lim (V2x+5-x) 36) I 27—"2”0
X—> X —

x>1 x2 —3x +2 x50 (x+1)° Xt

x-1 &+1 .
lim &+1 =2
1\/_1 x—>1\/_ 1\/;4-1 x—>1( )
X 1

2) lim X = |lim =—

x—>0(1+x)2 -1 x-0 X(X+2) 2

1) I|

x>+3x _4+6 10

3) lim =—=5
x=2 x2_x 4-2 2
4) lim x? +3x 9-9 ~0
X—-3 x2—x 9+3
2 —
5) lim X2 P3X _1=3 _
x>-1 x2_x  1+1
2
6) lim X" +3x _ lim x(x+3): im x+3 212_3
x>0 x2—x  x-0 x(x=1) x-0 x-1 -1
7) lim 3X=2_3
X—+0 2X+5 2
8) lim >—X
X——o0 D+ X
2_
9) lim — X1 _ jjm XD x# 1
x>1x2 _3x+2 xo1(x=1)(x-2) x>1x-2
2 — —
10) fim X_tx-90 90_I (x— 9(x+10)\/;+3 (x 9)(X+1O)(\/;+3)=Iim(x+10)(\/;+3)=19-6=114
N N N T N fim
2
11) tim X218 _ i CTHAX=2)XH2) _ iy (2 4 4y x12)=8-4=32
x—=2 X—2 x—2 X—-2 X—2
12) fim 22X - _4
X—+eo X +
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14) lim (3x=5+/x ) =+

15) lim — =3 _jim X3,
x=1x%=2x+1  x->1(x-1)

16) lim Vx> -9 =v52-9 =4

xX—5
17) lim (x® - 3x2 + 2x) = +oo
X—>+oo
X
18) fim 53X _140-1_
x>0 (x+1) 1
19) fim <=1 im X2 _im o
x50~ XT =X x50~ X(X=1)  x_0- X
20) lim );"1 T Sull BT
x—0t X° =X xa0+x(x_1) x—0T X
4_
21) tim X% e
x—2t x° =2x
4_
22) lim X 23X __,

23) lim i— 3 =0-0=0
x—teo\ 3X  2Xx+1

24y tim 212 him k2 XX L im X2
x=teo A X X+1) xote X(X+1) ) xoteo X+1

25) lim [”—X—2+XJ=1—1=0
X—too\ X 1+ x
26) lim (2—x)(8x2—3)_
Xoteo (2x 1)
27) lim (V2x+5 —/x ) = lim (V2x+5 -V )Wax+5 +x) 0 x+5
e = (V2x+5 +/x) = (2x+5 +x)
28) lim (x® ~3x2 + 25 =~
X—>—o0
2
20) fim —12C+7Tx+1_-12 3

xom (2x+1)1-4x) -8 2

30) |im(L- 3 J:Iim S 3 Cim X2 D) D)
1-x  (1=x)0¢+x+1) ) =1 (1=x)+x+1) =1 (1=x)(X2+x+1)  =>1(x2+x+1)

32) lim (x—v4x2+3x )= lim b +3x ) (x+ V4 x2 +3x) fm_—3X =8x
o o (x+v4x?+3x) = (x4Jax? +3x)

x—=0~\X Xx+1
34) fim X5 1
Xt J4x? _x+2 2
2
35) || X +6x+9_

2
m x“=7x+10 — lim (x—2)(x—5)=

lim(x-5)=-3
x—2 X—2 x—2 X—2 x—2
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5.46. Analiza la representacion grafica de la funcién f(x) y calcula:

Y
f
11 .
o | 1 X
a) Iiin)1 f(x) c) Ii_rg f(x) e) f(1) g) f(3)
b) )I{|_|g f(x) d) )I(i_ln f(x) f) f(2) h) f(4)
a) Iim1f(x)= 2 e)f(1)=2
b) Iim2f(x) =3 f)f(2) =1
c) Iimsf(x). No existe, porque lim f(x)=2y lim f(x)=4. g)f(3)=2
X x—3~ x—3%
d) Iim4 f(x)=2 h) f(4) no existe.

5.47. Calcula el valor de a para que se verifique que: lim (\/ x?+ax+1- x) =2.

X —>+eo

= lim =5 =2.
x>0 Xo>too (Vx* +ax+1 +x) = (Ix? rax+1+x) 2

Luegoa=4

lim (m_x)z lim (\/x2 +ax+1 —x)(\/x2 +ax+1 +x) ax +1 a

5.48. Pon un ejemplo de dos funciones fy g tales que no existan Iim1 f(x) ni Iirq g(x) , pero si exista
x— xX—

lim (F(x)-+ g(x)) .

Si f(x)= X—+1 y g(x)=¢e* —X—+1 , se cumplen las condiciones.
X— X—
En general, si H(x) es una funcion tal que existe Iim1 H(x) y F(x) otra funcion con F(1) # 0, las condiciones se
X—

cumplen para f(x):% y g(x)=H(x)—%,

f(x + h)—f(x)

5.49. Efectua el limite Iim(
h—0 h

] , en el que fes la funcion f(x) = X 3x.

= lim
h—0

lim
h—0

(f(x+h)—f(x)j [(X+h)2—3(x+h)—(x2—3x)j - im (h(h+2x—3)j:2X_3
h h

h h—0

5.50. (PAU) Calcula el limite Iim(L— 3 3] .
>N\ 1-x 1-x

"m[L_ 3 j=|im ~ x*-3x+2 —im (x=12(x+2) =”m[(x—1)(x+2)J=9
o 1-x 1-x3) =1 (1-x)1-x%) ) = (x=1)(1-x%) ) =1 (1-x%) 0
(x=1)(x+2) ="m(2x+1j_ 3 1

(1-x3%) x-1\ —3x?

= =
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5.51. Estudia la continuidad de las funciones siguientes:

a) f(x)=senx e) f(x)= x%-Inx
b) f(x) = x-e* + x? f) f(x)=x+2
x+1 x+1
c) f(x)=—; g) f(x) =
x“-3
X +1 x2+1
d f X)= h f X)=—F7—
) 1x) x?+25 ) 1) x?-25
a) f(x)=senx Es continua en todo R.
b) f(x)=x-e* + x> Es continua en todo R por ser producto y suma de continuas.
c) f(x)= );+13 Es continua en R—{\/g, —\/g} .
X p—
d) f(x)= ;H;S Es continua en todo R por ser cociente de continuas y no anularse nunca el
X<+
denominador.
e) f(x)= x? —Inx Es continua en (0, + oo).
f) f(x)=x+2 Es continua en todo R.
9) f(x)= x+1 Es continuaen R-{0} .
X
X% +1
h) f(x)=— Es continua en R-{5, -5} .
x“-25

5.52. (PAU) Estudia la continuidad de la funcion:

La funcién es continua en (-2, 2) U(2, 3) por ser continuas las funciones 16 — X y X
Debemos estudiar qué ocurre en x = 2:

lim f(x)= lim (16-x2)=12

lim f(x) = x—2" x—2" )
x—2 lim f(x)= lim x?=4=£(2)
x—2t x—2%

La funcién no es continua en x = 2, pues no existe lim f(x) al no coincidir los limites laterales. Es una
Xx—2

discontinuidad de salto finito.

x3-3x2-x+3
x? -1

adjudicar a f(1) y f(—1) para que la funcion f sea continua en R?

5.53. La funciéon f(x)= no estd definida para x = 1 ni para x = —1. ;Qué valores hay que

x3—3x%—x+3 _ (x=Nx+1)(x-3)

= x? -1 (x=1N(x+1)
lim f(x) = lim X=X+ =3) _ —2 y lim f(x)= lim x=Nx+N)x-3) __
d o1 (x=T1)(x+1) x—>-1 =1 (x=1)(x+1)

Se debe definir f{(1) = -2 y f(—1) = —4 para que sea continua.
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x*-9 si x<0
5.54. (PAU) Se considera la funcién: f(x)=19x—-27

si x>0
xX+3

a) Estudiese la continuidad en el punto x = 0.

b) Calculese el limite cuando x tiende a —~ y cuando x tiende a +o .

lim f(x)= lim (x* —9)=-9=£(0) lim f(x)= lim (x?—9)=+4eo
x—0" x—0" X—>—o0 X—>—o0

a) _ b) —27
lim f(x)= lim 2X=27 _ g lim f(x)= lim 2X=27 _
x—0* x—0t X+3 X—>too X0 X+ 3

Luego la funcién es contiuna en x = 0.

5.55. (PAU) Calcula k para que la siguiente funcion sea continua en todos los puntos:

2 .
-1 si x<5
f(x)=
d4x+k si x25

La funcioén es continua en R — {5}. Veamos qué ocurre en x = 5.
lim f(x)= I|m (x? —1)=24

X—5 Para que sea continua debe ser 24 = 20 + k, k = 4.
lim f(x)= I|m (4x+k)=20+k =1(5)
x—5"
X+? si x<2
5.56. (PAU) Estudia la continuidad de la funcion f(x) = ;_2 9
x°-2x

si x>2
xX+2

En (-, 2)—{1}, la funcion es continua, y en (2, +<) también, por ser cocientes de polinomios y no
anularse los denominadores. Veamos qué ocurre si x =1y si x = 2:

lim f(x)= lim X2 -
lim f(x): {x=>1 Ll ))((_:2 = La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 1.
X1 lim f(x)= lim = oo
x—1" xo1t X =1
lim f(x)= lim “f —4=f(2)
lim f(x): X2 x=2 3_x2 ox = La funcion tiene una discontinuidad de salto finito en x = 2.
x=2 lim f(x)= lim 22X ~2X_>
x—27F x—2" X+2

Asi pues, la funcién es continua en R — {1, 2}.

X+a si x<0
5.57. (PAU) Calcula los valores de a, b € R para que la funcion f(x) = % si 0<x<1
x
bx si x2>1

sea continua en todo punto.
Debemos ver qué ocurre en x =0y en x = 1, ya que en el resto es continua.

lim f(x)= lim (x+a)=a=f(0)
x—0" x—0"

liir})f(x): . AT+ x —J1-x e x=1- X\/1+X+\/1 X . 2x

lim f(x)= lim = lim = lim =

1
x—0" x—0" 3x x—0" 3x \/1+X+\/1 X  x-0' 3x(ﬂ‘|+x+1l1_x) 3

Para que sea continua en x = 0, debe ser a =% .

. lim f(x) = lim =— . V2

lim f(x) : 4 x>1 X1 3x 3 = Para que sea continua en x = 1, debe ser b=—.

=1 lim f(x) = lim bx = b =f(1) 3
x—1* x—1"
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5.58.

5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

e si x<1
(PAU) Sea f(x)= {( ? " ¢Para qué valores del parametro a la funcién es continua?
X+a si x2

La funcién es continua si x # 1.

lim f(x) = lim e*" =1

lim f(X) . x—>1 x—>1" )
x=1 lim f(x) = lim (x+a)* = (1+a)" =f(1)
x—1t x—1"

Debeser(1+a)2=1,a=00a=—2.

La funcion f(x) esta definida en R por:

2 .
f(x)={x -1 S.I x<2
a-x si x>2

a) Calcula el valor de a para que f sea continua en R.
b) Calcula el valor de a para que la funcion tenga en x = 2 un salto de 3 unidades hacia arriba.
c) Calcula el valor de a para que la funcion tenga en x = 2 un salto de 5 unidades hacia abajo.
a) Miremos qué ocurre en x = 2:
lim f(x)= lim (x>-1)=3=f(2)
lim f(x):<x>2" X—2" = Para que sea continua debe sera—2=3;a=>5.

x—2 lim f(x)= lim (a—x)=a-2
x—2" x—27F

b) Para que tenga un salto de tres unidades hacia arriba debe sera—2 =6, a = 8.
c) Para que tenga un salto de cinco unidades hacia abajo debe sera—2 =-2,a=0.

Determina a y b para que la siguiente funciéon sea continua en todos sus puntos:

ax’+b si x<0
f(x) = x—a si 0<x<1

a .
—+b si 1<x
X

a . . .
Como — + b es continua en (1, +), solo debemos estudiar qué ocurre en x=0yen x = 1.
X

lim f(x)= lim (ax2+b)=b

lim f(x):<x>0" x—0" Para que sea continua, debe ser b = —a.
x—0 (x) lim f(x)= lim (x—a)=-a=f(0) = q
x—07 x—0

lim f(x)= lim (x-a)=1-a

x—>1" x—1"

lim f(x = Para que sea continuaen x=1,debeser1 —a=a+b.

(x):
X1 lim f(x)= lim Z4+b=a+b=F(1)
x—1" x—1T X

Resolviendo el sistema b=-a obtenemos a=1, b =-1.
1-a=a+b

Teoremas relacionados con la continuidad

Demuestra que la ecuacion x° — x* +x-5=0 tiene alguna solucioén real.

fix) = x° — ¥* + x— 5 es continua en [0, 2], f(0) = -5 <0y f(2) = 25 > 0. Usando el teorema de Bolzano sabemos
que hay un niumero c entre 0 y 2 con c®-c*+c-5=0.

Demuestra que la ecuaciéon x* + x— 5= 0 tiene al menos una solucién real menor que 2 y mayor que 1.

fix) = x>+ x— 5 es continua en [1,2], {(1)=-3<0yf(2) =5>0. Usando el teorema de Bolzano sabemos que
hay un numero c entre 1y 2 con ct+c-5=0.
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5.63.

5.64.

5.65.

a) Comprueba que la ecuacion x* + 4x* - 5x — 4 = 0 tiene tres raices reales. Para ello, estudia el signo
de la funcién en algunos valores enteros.

b) Calcula tres intervalos de longitud 1 en los que estén incluidas las raices.
a) Sea f(x) = X° + 4x* - 5x — 4
f(—6) = —46 < 0y f(-2) = 14>0 entre —6 y —2 hay una raiz real.
f(-2) =14 >0y f(0) = —4<0 entre —2 y 0 hay una raiz real.
f(0) =—4 y f(2) = 10 entre 0 y 2 hay una raiz real.
b) Los intervalos de longitud 1 donde estan incluidas las raices son:
(-5,-4),(-1,0)y (1, 2)

Funciones y limites en las Ciencias Sociales

(PAU) EIl servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo sistema que pretende
reducir a corto plazo las listas de espera. Se prevé que a partir de ahora la siguiente funcion indicara
en cada momento (t{, medido en meses) el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin
necesidad de entrar en lista de espera:

t> —8t+50 0<t<10

P(t)=438t-100
0,4t

t>10

a) Confirma que dicha funcién es continua y que, por tanto, no presenta un salto en t = 10.
b) Por mucho tiempo que pase, ¢a qué porcentaje no se llegara nunca?

a) Si t # 10, la funcién es continua por estar definida por un polinomio o un cociente de polinomios con
denominador no nulo en su dominio de definicion.

lim P(t)= lim t2—8t+50 =70 =f(10)

t—10" t—10"
lim P(t): _ = Luego P(x) es continua en t = 10.
10 lim P(t)= lim 38100 =70

t—>10" t»10t 0,4t

38t-100 38 _
0,4t 0,4
Nunca se llegara al 95% de pacientes operados sin necesidad de entrar en lista de espera.

b) lim P(t)= lim 95
t—+4oo t—4oo

(PAU) Un comercio abre sus puertas a las nueve de la mafana y las cierra cuando se han marchado
todos los clientes. El numero de clientes viene dado por la funcién C(f) = —£ + 8t, siendo t el nimero
de horas transcurridas desde la apertura. El gasto por cliente (en euros) también depende de ty
decrece a medida que pasan las horas siguiendo la funcién G(f) = 300 — 25t.

a) ¢ A qué hora se produce la mayor afluencia de clientes?

b) ¢ A qué hora se cierra el comercio?

c) ¢ Cuanto gasta el ultimo cliente que abandoné el local?

d) Encuentra la funcion que nos da la recaudaciéon dependiendo del tiempo.
e) ¢Cuando hay mayor recaudacion, en la cuarta o en la quinta hora?

a) Al ser C(t) = - + 8t una parabola, su maximo lo alcanza en el vértice, que es V(4, 16), luego la maxima
afluencia se produce a 4 horas de abrir, esto es, a las 13.00, y es de 16 clientes.

b) El negocio cierra cuando C(t) = — £ + 8t = 0, a las 8 horas de abrir, 0 sea, a las 17.00.

c) El ultimo cliente abandona el local cuando t = 8 y gasta G(8) = 300 — 25 - 8 = 100 euros.

d) La recaudacioén en una hora es el producto del numero de clientes en esa hora por el gasto de cada cliente
en esa hora. Asi pues, R(f) = C(t) - G(f) = (—t2 + 8£)(300 — 25¢).

e) R(4) = (4% + 8 - 4)(300 — 25 - 4) = 3200 euros
R(5) = (-5° + 8 - 5)(300 — 25 - 5) = 2625 euros
La recaudacion es mayor en la cuarta hora que en la quinta.
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5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

Se ha estimado que la poblacién de un barrio periférico de una gran ciudad evolucionara siguiendo este

modelo: P(t)= % - miles de habitantes, donde t indica los afos transcurridos desde su creacion
+

en el aiio 2005.

a) ¢ Qué poblacion tenia dicho barrio en el aino 2005?

b) ¢ Qué poblacién tendra dicho barrio en el afio 2015?

c) ¢ Sera posible que la poblacion del barrio duplique a la poblacioén inicial?
d) A largo plazo, ¢la poblacion se estabilizara o no?

a) P(0)= % =15. El barrio tenia 15 000 habitantes en 2005.

b) Habran pasado 10 afios desde su creacion y, por tanto, { = 10.

P(10)= 240+200 ~16,923 . Habra 16 923 habitantes en 2015.
16+10
240 + 20t . C
c) P(t)y=2- P(0), P(t)= T I 30 = 240+ 20t =480+ 30t = t =—-24 . No, el barrio nunca duplicara su
+

poblacion.
d) lim P(t)= lim 240+20t =20 . La poblacion se estabilizara en 20 000 habitantes.

t—>-+oo t—o+o 16+t

(PAU) Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingresos en euros vienen dados por la
funcion I(x) = 28x* + 36 000x, mientras que sus gastos (también en euros) pueden calcularse, en este
caso, mediante la funcion G(x) = 44x* + 12 000x + 700 000, donde, en ambas funciones, x representa la
cantidad de unidades vendidas. Determinese:

a) La funcion que define el beneficio anual en euros.
b) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea maximo.
c) El beneficio maximo.

a) B(x) = I(x) — G(x) = (28x° + 36 000x) — (44x* + 12 000x + 700 000) = —16x* + 24 000x — 700 000.

b) Al ser la funcion de beneficios una paréabola, el maximo se alcanzara en el vértice, que es V(750, 8 300 000).
Los maximos beneficios se obtienen produciendo 750 unidades y son de 8 300 000 euros.

c) El beneficio maximo es de 8 300 000 euros.

Se sabe que los costes totales de fabricar x unidades de un determinado producto vienen dados por la
expresion C(x) = 3x* — 27x + 108.
a) Encuentra la funcién que nos da el coste unitario medio.

b) A medida que se fabrican mas y mas unidades, ;esta el beneficio medio acotado o crece
indefinidamente?

a) El coste unitario es el cociente entre el coste total y el nimero de unidades producidas:

C(x) 3x%>-27x+108
X X

U(x) =

2 —
b) lim U(x)= lim X —27x+108 _

+oo . Luego el beneficio crece indefinidamente.
X oo X oo X

(PAU) La concentracion de ozono contaminante, en microgramos por metro cubico, en una ciudad
viene dada por la funcién C(x) = 90 + 15x — 0,6x% donde x es el tiempo transcurrido desde el 1 de enero
de 1990, contado en afios.

a) ¢ Hasta qué aino esta creciendo la concentraciéon de ozono?
b) ¢ Cual es la concentracion maxima de ozono que alcanza esa ciudad?

a) Como la funcién de la concentracion es una parabola, crecera hasta el vértice V(12,5; 183,75).
Luego ocurrira a mediados del afio 2002 y sera de 183,75 microgramos por metro cubico.
b) Es de 183,75 microgramos por metro cubico.
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5.70.

5.71.

5.72.

5.73.

Una constructora ha comprado una excavadora por 80 000 euros. El departamento financiero ha

miles de euros.

calculado que puede revenderla al cabo de t afios al precio de f(t) = 1704t

a) ¢ Al cabo de cuantos afos la excavadora perdera la mitad de su valor de compra?

b) Calcula el limite tlim f(t) y da una interpretacion econémica a este resultado.
—+oo

a) f(t):@

80 =40=80=40+16t =t =2,5. A los dos afos y medio.

1+0,4t

b) lim f(t)= lim 80 =0 . Al cabo del tiempo, la excavadora ira perdiendo su valor de compra.
t—>+oo t—+00 14+ 0,4t

Los beneficios mensuales de un artesano expresados en euros, que vende x objetos, se ajustan a la

funciéon B(x) = —0,5x* + 50x — 800, donde 20 < x <60 . Demuestra que las funciones beneficio y

beneficio medio tienen un maximo.

La funcion beneficio es una parabola hacia abajo y, por tanto, alcanza su maximo en el vértice V(50, 450).

Como20 < 50 < 60, el maximo beneficio se obtiene vendiendo 50 objetos y es de 450 euros.

-0,5x% +50x —800
X

teorema del maximo y del minimo, concluimos que en dicho intervalo alcanza el maximo aunque aun no
sabemos hallarlo.

El beneficio medio es . Como la funcién es continua en el intervalo [20, 60], usando el

Un estudio de mercado ha llegado a la conclusion de que el precio unitario que los consumidores

aceptan pagar por cierto articulo depende de la cantidad x de dichos articulos que salen a la venta,

siguiendo este modelo de demanda: g(x)= Los (g(x) en euros y x en miles de unidades).
X+

Los productores han calculado que el precio unitario satisfactorio para ellos, dependiente de x, se
rige segun este modelo de oferta: f(x) = 3x + 2 (f(x) en euros y x en miles de unidades).

a) Calcula cuantas unidades deben ponerse a la venta para conseguir el punto de equilibrio, en el que
la demanda y la oferta se igualan, y, por tanto, consumidores y fabricantes quedan satisfechos.

b) ¢ Cual es el precio unitario de este articulo en el punto de equilibrio?

170

) ) = () 32

:3x+23170:(x+5)(3x+2)33x2+17x—160:0,x=50x=—?

(que no tiene sentido en este contexto). El punto de equilibrio se consigue fabricando 5000 unidades.
b) El precio unitario es f(5) = 17 euros.

PROBLEMAS

El balance econémico mensual, en miles de euros, de una compaiia vinicola viene dado por

f(x)= 3—%, x 20, donde x es el precio, en euros, de una botella de vino. ¢A qué valor tienden
X+

sus ganancias o pérdidas a largo plazo?

lim f(x)=3- 5

=3
X—>+oo X+2

Las ganancias tienden a 3000 euros mensuales.

26 E Solucionario



5.74. Un grupo de suricatos huye de una fuerte sequia que asola su habitat y comienza su peregrinaje en
busca de agua en el instante t = 0. El nimero de individuos de la poblacién sigue esta ley:

P(t) =140 — 4t - £, donde t se mide en meses.

a) ¢ Cuantos suricatos habia al principio de la huida?

b) Demuestra que la poblacion va siempre disminuyendo.

c) Finalmente no encontraron zonas con agua. ;Cuando desparecio la poblacion completamente?

a) P(0) = 140. Al comienzo habia 140 individuos.

b) Al ser la funcion una parabola hacia abajo, a la derecha del vértice que esta en V(-2, 144) es siempre
decreciente, luego la poblacién va disminuyendo siempre.

c) P(t) =0, 140 — 4t — £=0,t=-14 y t = 10. La poblacién desaparecio a los 10 meses de comenzar el
peregrinaje.

5.75. EIl coste mensual de las llamadas telefénicas de cierta compaiiia se obtiene sumando una cantidad fija
(en concepto de alquiler de linea) con otra proporcional a la duracién de las llamadas. En dos meses
distintos se han pagado 21,14 euros por 13 horas y 27 minutos de llamadas y 23,60 euros por 15 horas
y media de llamadas.

a) Encuentra la funcion que nos da el coste en funcion de los minutos hablados.
b) ¢ Cuantos céntimos cobran por cada minuto hablado?

a) C(t) = a + bt, donde a es la cantidad fija, y b, el precio por minuto. Para hallar a y b resolvemos el sistema

21,14 =a+807b
23,60 =a+930b

La solucion del sistemaes a=5y b =0,02.

C(t) = 5 + 0,02¢, con t medido en minutos.
b) Cobran 0,02 céntimos por minuto.

5.76. Un barco navega del punto A hasta el punto B, describiendo una semicircunferencia centrada en una
isla X. Luego navega en linea recta desde B a C. ;Cual de las siguientes cinco graficas muestra la
distancia del barco a la isla, segun la distancia recorrida?

A
Xe (03
B
0 S 0 S
d(b, x) d(b, x)
0 S 0 S
La grafica que muestra la distancia del barco a la isla, segun la d(b, x)

distancia recorrida es:
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5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

La temperatura y en grados Fahrenheit (°F) puede ser expresada como una funcién de primer grado
de la temperatura x en grados Celsius (°C). En la escala Fahrenheit el agua se congela a 32 °F y
hierve a 212 °F.

a) Encuentra la funcion lineal que relaciona la temperatura en grados Fahrenheit con sus
correspondientes grados Celsius.

b) Si la temperatura normal del cuerpo humano es de 37 °C, s cual es la temperatura normal en grados
Fahrenheit?

a)F=a+bC,32=a+0-by212=a+ 100 b. Resolvemos el sistema y obtenemos que a=32y b= 1,8.
La funcibnes F=32 + 1,8 C, y suinversa, C = %

b) F=32+1,8-37=98,6°F

Una empresa produce ratones inalambricos en grandes cantidades. Atendiendo a los gastos de
puesta en marcha de la maquinaria, al salario de sus trabajadores y a otros factores, se ha llegado a la
conclusion de que producir p ratones tiene un coste total, en euros, de C(p) = 10p + 100 000.

a) Encuentra la expresion de la funcion C,, que nos da el precio unitario medio de un ratén al fabricar
p unidades.

b) Calcula C(10) y C(1000). ; A qué es debido que haya tanta diferencia entre un coste y otro?

c) Calcula lim C,(p) y da una interpretacion econémica al resultado.
p—>+00

_10p+100000 N 100000

a) Crn(p) 10

100000 100000

b) C,y(10)=10+ =10010; C,,(1000)=10+ 110

La diferencia se debe a que los gastos de produccion disminuyen a medida que aumentan las unidades
fabricadas.
c) lim C,(p)= lim (10+M)=10 .
p

P—>+eo P—>+eo

El coste de produccion tiende a estabilizarse en torno a los 10 euros cuando la produccién es muy
elevada.

PROFUNDIZACION

Calcula el siguiente limite ayudandote de la calculadora puesta en modo radianes:

. e*+senx
lim ——
x—+- ¥ + cos x

X 1 10 100 1000
f(x) 1,09242 1,00001 1 1

. e*+senx

lim —— =1

x—+ @X 4+ COS X

X —>+o0

Calcula este limite: lim (\/x+a —\/;)(\/;)
(

lim (Vx+a-x)-(Vx)= lim

X—>teo X—>oo

aVx a

= lim ——=—

X—>+oo0 2
&(1 [+ ay 1}
X
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5.81. Comprueba que los limites del tipo 1" dan lugar a indeterminaciones. Para ello, obtén con la
calculadora una aproximacion de estos limites.
x+1 2 2\3%2
J d) lim [1+ x 1]
6 X—teo x“+6

X x—1
a) lim (”5) b) lim [”2J c) lim (1+ 1
X+
a) % 10 100 1000 10000 | 99 999 999 999

x40\ X —3 x>\ X X—>+00
(b8 2041,41918 | 2765,39059 | 2957,3549 | 2978,57568 2980,95565

X
lim [X+5j =~ 2981. En realidad, el limite es ed.
X—+oo\ X —3
b) ¥4 ‘ 10 100 1000 10 000 | 99 999 999 999
f(x) ‘ 5,15978 | 7,10259 | 7,35959 | 7,3861 7,38906
X+2 X1 . .. 2
lim =~ 7,39 . En realidad, el limite es e“.
X—>+o0 X
c) % 10 100 1000 10 000 | 99 999 999 999

(P98 1,94813 | 2,58148 | 2,70346 | 2,71678 2,71828

1 x+1
lim [1+ j =~ 2,7 . En realidad, el limite es e.
X—>oo X+6
) x 10 100 i (4 x2 -1\
m + = 400
(P90 104 844 072 | 4,58-10%° el 246

5.82. Demuestra que si fy g son funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] con f(a) > g(a) y f(b) < g(b),
entonces existe un niumero c en [a, b] tal que f(c) = g(c).

(Ayudate de la funcion F(x) = f(x) — g(x).)

Y

La funcién F(x) = f(x) — g(x) es continua en [a, b] por ser diferencia de funciones que lo son. Ademas, como
f(a) > g(a), F(a) = fla) — g(a) >0y f(b) < g(b), F(b) = f(b) — g(b) < 0. Por el teorema de Bolzano sabemos que
existe al menos un numero c en [a, b] con F(c) = f(c) — g(c) = 0 y, por tanto, f(c) = g(c).

5.83. Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [0, 1] y con 0 < f(x) < 1 para cada x en [0, 1].
Demuestra que existe un numero real ¢ en [0, 1] para el que se cumple que f(c) = c.

Y
IS O

X

o
TEENGH I S S R

0o

Sif(0) =00 f(1) =1, ya esta probado tomando ¢ =0 o0 ¢ = 1. Si no es asi, tenemos que 0 <f(0) <1y 0 < f(1)<1.
Consideremos la funcién g(x) = x, que es continua en [0, 1]. Como f(0) > g(0) = 0 y f{(1) <g(1) = 1, usando el
problema precedente sabemos que existe ¢ con f(c) = g(c), luego f(c) = c.
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5.84.

5.85.

5.86.

5.87.

—X

Demuestra que las graficas de las funciones f(x) =Inx y g(x)=e™™ se cortan en alguin punto.

Las funciones son continuas en el intervalo cerrado [1, 2], 0 = (1) < g(1) = e yIn2=1(2)>9g(2) = e Usando
el problema 79 sabemos que existe un nimero ¢ en [0, 2] tal que In ¢ = ¢°.

xt -1 se pide:
x}+7x-8" )

Dada la funcién racional f(x) =
a) Demostrar que esta funcion esta definida para todos los reales menos para x = 1.
b) ¢ Qué valor deberiamos asignar a f(1) para que f sea continua en todo R?
a) Veamos dénde se anula el denominador: x®+7x-8=(x—1)(x>+x+8)=0 si x = 1, pues X* + x + 8 no
tiene raices reales.
2 — —
x< -1 (x=1(x+1) — lim (x+1) 1

b) £(1)= lim — = lim , = . -
x>1x°+7x-8 x=>1(x=1)(x+x+8) x>1(x“+x+8) 5

Dada la funcion f(x) = H

a) Escribela como una funcién definida a trozos.
b) A continuacién calcula los limites laterales en x=—-1yen x= 3.
a) [x-3]=x-3 si x23 y |x-3=—(x-3) si x<3

[x+1=x+1 si x2-1 y |x+1=—(x+1) si x<-1

—(x-3) | —(x-3) | x-3
f(x)=———+ -1 f(x)= 3 f(x)=
(x) —(x+1) (x) xX+1 (x) x+1
X=3
x+1
f(x)= 3 _)1( —-1<x <3 Six=-1, lafuncién no esta definida, pues se anula el denominador.
X+
X=3 3k
X+1
. . -3 —
lim f(x)= lim X0 oo lim f(x)= lim 3-x =0
b) {1 x——1" X+1 x—3~ x—3~ X+1
. . 3-X . . x=3
lim f(x)= lim = too lim f(x)= lim =0
x——1" x——1F x+1 x—3% x—37T X+1
x2-1
Estudia si la funcién f(x) = ﬂ es continuaen x=1.
X_
x% -1
X2 1 1 x <1
f(x)= | 1| = 2_X1 Observa que si x = 1, la funcién no esta definida, pues se anula el denominador.
X — —
X x>1
x-1
2 - -
fim X1 i CEOHD iy (i) = 2
lim £(x) = 1 1_2X ; 1 1_1X ] x=1 = La funcién no es continua en x = 1.
X— - —_
tim X212 i XN i ey =2
x-1" X — x—-1" X— x—1"
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5.88.

5.89.

5.90.

5.91.

Determina de las siguientes afirmaciones cuales son siempre ciertas y cuales pueden ser falsas.
a) Si f(1) <0y f(2) > 0, debe haber un namero c en (1, 2) tal que f(c) = 0.

b) Si fes continua en [1, 2] y hay un numero c en (1, 2) tal que f(c) = 0, entonces f(1) y f(2) deben ser de
diferente signo.

c) Si fes continua en [1, 2] y nunca se anula en (1, 2), entonces f(1) y f(2) tienen el mismo signo.
a) No es siempre cierta. Depende de si f es continua o no en el intervalo [1, 2].
x—2 si x< 3

Por ejemplo, si f(x) = 2x — 3, la afirmacion es cierta, pero si f(x)= 2 , es falsa.
5 Si x> 2

2
b) No es siempre cierta; por ejemplo, si f(x) = 0 o si f(x) = [X—%J , se cumplen las hipétesis y, sin embargo,

f(1) y f(2) no tienen distinto signo.

c) Si es cierta, pues si f(1) y f(2) tuvieran distinto signo, por el teorema de Bolzano, existiria un nimero c en
(1, 2) con f(c) = 0.

La cantidad, q(f), que queda de una masa de M mg de una sustancia radiactiva al cabo de t dias viene
expresada por la formula g(t)=M-e >,

a) ¢ Al cabo de cuanto tiempo la masa M se ha reducido a la mitad?

b) Si la masa inicial M es de 27 mg, ¢ cuanta sustancia quedara aproximadamente al cabo de 10 dias?

c) Calcula el limite tlim q(t) e interpreta el resultado obtenido.
—>+oo

a) M.e %M = % = t =10In2, aproximadamente 7 dias

b)qﬁO):Z?xeﬂ“O:EZ»gsssnm
e

c) lim q(t)= lim M-e™%" = 0mg. La radiactividad desaparecera al cabo del tiempo.
t—>+oo t—>+oo

En un estadio de futbol tuvo lugar un concierto de rock. Se colocaron dos inmensas torres de sonido
que ocupan los fondos, enfrentadas entre si: una en la parte trasera del estadio, y otra en el escenario,
tres veces mas potente que la primera. La intensidad del sonido en un punto es proporcional a la
potencia de la fuente e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente. Sabiendo que
la distancia entre las torres de sonido es de 100 m, encuentra la funciéon que nos da la intensidad del
sonido seguin a la distancia a la que nos situemos del escenario.

~—100 — x—0<+x—

[(X)—%_FL
x? (100 -x)?

Joaquin sale de excursion a las siete de la mafana desde el aparcamiento y llega al refugio a las cinco
de la tarde. Al dia siguiente, de regreso, sale del refugio por la mainana y llega al coche por la tarde.

Demuestra que hay un punto del recorrido por el que pasé justo a la misma hora a la ida y a la vuelta.

De forma intuitiva, supongamos que mientras que Joaquin camina desde el refugio al aparcamiento, un amigo
suyo hace el camino que Joaquin hizo el dia anterior ,es decir, desde el aparcamiento hasta el refugio. A cierta
hora, en un punto del recorrido Joaquin y su amigo se encontraran, esto quiere decir que Joaquin pasara a la
misma hora por un punto del recorrido a la ida y a la vuelta de su excursion.

Aplicando el Teorema de Bolzano: Sea fla funcion de ida y g la funcion de vuelta, son funciones continuas en
un intervalo cerrado[a, b] con f(a) < g(a) y f(b) > g(b),tomando la funcién F(x)=g(x) — f(x) y la demostracion del
ejercicio 82,sabemos que existe un punto ¢ del recorrido en el que F(c)=g(c) — f(c)=0 y por tanto, f(c) = g(c).
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

5.1. Se consideran las funciones f, g y h, definidas en R, tales que para todo niumero real x se tiene que
fix) = g(x) < h(x).

Si ademas lim g(x) =+, se puede deducir:
X—>+o0

A) lim f(x) = 4o D) lim g(x)=+e
i = —oo i M = 4o
8) im f(x)= B fim f0 =

C) lim h(x) =+
X—>+oo

La respuesta correcta es la C) porque como f(x) < g(x) < h(x) para todo x entonces
lim f(x)< lim g(x)< lim h(x).
X—>oo X—>oo X—>oo

Para descartar las opciones A), B) y C) basta considerar las funciones f(x) = 1 para todo x, g(x) = X+ 2 y

h(x) = x* + 4.
Para descartar E) consideremos f(x) = X, g(x) = X2 +1 y h(x) = X* + 2, en este caso lim % =1
X—>+oo X
5.2. Considera la funcion f(x)= e X" *3, Entonces, lim f(x) es igual a:
X—y—oo
A) +oo
B)0
c)é
D) No existe.
E) Es finito, pero distinto de 0 y de e’.
Sin méas que observar que lim (-x?+3)=— obtenemos que la respuesta es B).
X——c0
. o - x*+3x-1
5.3. Consideremos la funcién f: (0, + e ) — R definida por f(x) = ————— . Entonces:
X
A) El eje X es asintota de la grafica de f.
B) La grafica de f no tiene asintotas ni verticales ni horizontales.
C) La grafica de f no corta nunca al eje X.
D) El eje Y es asintota vertical de la grafica de f.
E) lim fx) =0
X0 X
Analicemos cada opcién y vayamos descartando:
A) Calculamos lim f(x) =+ . Asi pues, la funcion no tiene asintotas horizontales.
X—>+oo
B) Observamos que x = 0 es una asintota vertical de f(x) ya que lim f(x)=—.
x—0"
x® +3x-1 3 _ e .
C) f(x)= — = 0 six” +3x—1 =0y esta ecuacion tiene al menos una solucién real ya que un
X

polinomio de 3° grado corta al menos una vez al eje X.
D) Es cierta como hemos comprobado en B).

E) tim 1) _q.

X—teo X
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Seriala en cada caso las respuestas correctas:

5.4.

5.5.

5.6.

. Entonces:

Sea fla funcién definida en (-2, +~) por la formula f(x)=3+ 1 2
X+

A) La grafica de f corta al eje de ordenadas en el punto de ordenada % .

B) lim f(x)=3 D) f(x) > 3 para todo x del dominio de f.
x—-2*
C) lim (f(x)-3)=0 E) lim f(x)= lim f(x)
X —>+o0 X —>oe X—>—oo
1 7
A) Es verdadera pues f(0)=3+ =—.
0+2 2
B) Es falsa, lim f(x)= +oo.
x—-2%
C) Es cierta, lim (f(x)—3)= lim =0.

X—>4o0 X400 X 4+ 2

D) Es verdadera pues

L >0 six>-2.
2

E) Es falsa pues la funcién no esta definida si x < — 2 y por tanto no podemos calcular lim f(x).
X——o0

Sea g la funcién definida en (0, +~) mediante la formula g(x) = Inz. Entonces:
b'¢
A) lim g(x)=—o
X—>+oo

B) Si a > 1, entonces g(a) < g (2).
C) La grafica de g(x) no corta nunca al eje X.
D) La grafica de g(x) corta dos veces al eje Y.

E) El conjunto de nimeros reales soluciones de la inecuacion g(x) <0 es [2, +x).
A) Es verdadera pues lim g(x)= lim Inz = lim(n2-Inx)=IN2- lim InX =— .
X—>+oo X—>+o0 X X—>+oo X—>+oo
B) Es falsa. G(2) =In1=0perog(@)=In2-Ina>0si1< a<2, por ejemplo, g(1,5) = 0,29.
C) Es falsa, g(2) = 0.
D) Es falsa pues g(x) = 0 si In 2 = In(x) cuya Unica solucién es x = 2.
E) Es verdadera g(x) < 0 si In 2 < In(x) y esto ocurre si 2 < x.

Sea fla funcién f(x)=vx* - x + x .

A) D(f) =R D) m@ﬂ
B) lim f(x) =+ E) lim (f(x)-2x)=0

C) fes continua en todos los puntos de su dominio.

A)Esfalsa.xz—XZOsix <061 <xluego D(f) = (—, 0] U [1, + oo].
B) Es verdadera.
C) Es verdadera pues es suma de dos funciones continuas.

7
> X| 4]1-—+1
_ X
D) Es verdadera: fim 1) = jim XXX *+X = lim [ /1-l+1J=2.
X400 X X—>+oo X X—>4o0 X X—>+o0 X

E) Es falsa. lim (f(x)-2x)= lim v x?—x —x = lim
X—>+oo0 X—>+o0 X—>+oo0 \/X2 X +X X—>+oo0 1
X[ ,[1—-—+1
X
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5.7.

Seaf:R—>R.
A) Si f(2) - f(3) < 0, existe algiin numero ce (2,3) con f(c) = 0.
B) Si fes continua en [2, 3] y no se anula en [2, 3], entonces f(2) - f(3) > 0.

C) Si fes continua en [2, 3] y se anula alguna vez en ese intervalo, entonces f{(2) y f(3) tienen diferente
signo.

D) Si fes continua en [2, 3], existe algin numero c tal que 2f(c) = f(2) + f(3).

E) Si fes continuaen [2, 3]y f: [2, 3] — [2, 3], existe algiin nimero ¢ en [2, 3] tal que fle) =1.
c
-1 x<2

A) Es cierto si la funcion es continua. Un contraejemplo es f(x) :{ 1 xs2°

B) Es verdadera.

Si f(2) - f(3) fuera negativo, f(2) y f(3) tendrian distinto signo y por el teorema de Bolzano existiria un
namero c en [2, 3] con f(c) = 0 pero f no se anula en [2, 3].

C) Es falsa.
5 2
Un contraejemplo es f(x) = (X—Ej .

D) Es verdadera.
Si f(2) = f(3) entonces basta tomar ¢ = 2. Si f(2) # f(3) entonces f(2) — f(3) y f(3) — f(2) tienen distinto signo.
Consideremos la funcién g(x) = 2f(x) — f(2) — f(3) que es continua en [2, 3] pues f lo es.

g(2) = f(2) — f(3) y 9(3) = f(3) — f(2) tienen distinto signo luego, por el teorema de Bolzano existe algun
namero c¢ en [2, 3] con g(c) = 2f(c) - f(2) —f(3) = 0, asi pues 2f(c) = f(2) + f(3).

E) Es verdadera.
Consideremos en este caso la funcion g(x) = f(x) — x que es continua en [2, 3].

f(2)

Si g(2) = 0 0 g(3) = 0 ya estaria demostrado pues tendriamos f(2) = 2= 5 =10f3)=3 = %

=1.
En caso contrario g(2) = (2) -2 > 0, g(3) = f(3) — 3 < 0. Usando el teorema de Bolzano deducimos que
existe algun numero cen [2, 3] talque g(c)=0 = flc)-c=0= f(c)=c = fle) =1.
c
Otra forma de verlo es graficamente: como f es continua y va de [2, 3] al [2, 3], a la fuerza, su grafica corta

en algun punto (c, f(c)) al segmento que une los puntos (2, 2) y (3, 3), es decir, a la recta y = x, por lo que
f(c)=c.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

5.8.

Considera la funcién f(x) = x - g(x):
a) La grafica de f pasa por el origen de coordenadas.

b) g es continua en 0.

A) b= a,peroa=b

B) a=b,perob= a
C)asb

D) ay b se excluyen entre si.

E) Nada de lo anterior

La relacién correcta es A) Como g(x) es continua en x = 0, existe g(0) y f(0) =0 - g(0) = 0. Luego la funcion
0 x<0

pasa por (0, 0). Para ver que b no implica a basta considerar la funcién g(x)= {1 >0
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Sefiala el dato innecesario para contestar:
1
(x —a)(x - b)(x —c)(x —4)*? "’

5.9. Para demostrar si Iirrz f(x) =+ , donde f(x) = con a, b, cy d enteros
X—

positivos y nos dan estos datos:
a) Valor de a
b) Valor de b
c) Valor de ¢
d) Valor de d

A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.

E) No puede eliminarse ninguno.

D) Puede eliminarse el valor de d pues solo nos interesa el signo de la expresion. Para hallarlo necesitamos
saber el signo de (x — a), (x—b), (x—c) (x— 4)2d cuando x se aproxima a 4. Para saber los tres primeros
necesitamos conocer a, by ¢ pero (x — 4)2d es siempre positivo por ser 2d par.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar a la cuestion:

5.10. Para decidir si la la grafica de y = x*+ bx + ¢ corta al eje horizontal nos dicen que:
a)c<0

b)b20

A) Cada informacidn, a y b, es suficiente por si sola.
B) a es suficiente por si sola, pero b no.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

D) Son necesarias las dos juntas.

E) Hacen falta mas datos.

B) Debemos saber si la ecuacion X* + bx +c = 0 tiene solucién. Como si ¢ < 0 entonces b? — 4¢ > 0, la ecuacion
tendra dos soluciones y por tanto, la funcién cortara dos veces al eje horizontal. b = 0 no es suficiente pues
por ejemplo, X + 3x — 4 corta al ejey X% + 3x + 6 no.
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