2.1

2.1

2.1.

Busca las relaciones de dependencia lineal entre las filas y columnas de las siguientes matrices e

E Determinantes

indica el valor de su rango.

s 1
2
o 1
4
2 -4

2 6|=>Como C;=2C,+C, =rg(B)=2

1 -1

ACTIVIDADES INICIALES

-2
2
1

Comprueba que las siguientes matrices son inversas una de la otra.

Se deberian comprobar los dos productos AB = BA = |, aunque, en este caso especial de producto de dos
matrices que dan como resultado la identidad, solo es necesario comprobar uno de ellos.

-1
-1

AB=

-1 0
-1 1
0o -1
1 -2

1 -1 0
0 -1 1
0 0 -1

1

1 -2

- -0 O

-

0o 1

1
-1 2
2

-1

0

B =

1

1
1
1

o 1
-1 1 -1
-12 -1
-12 0

1000

0
0
0

O O -~

10
0 1

1
1
1
1

Ol /5 A =By B '=A

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcula el valor de los siguientes determinantes.

a)

b)

a)

b)

-2
1

3

2

2

-4

3 _
o=
2|_
4 =14
2

‘=—3a2

3a

c)

d)

-1

=39

=a’+a-a-1-a-a-a+a=-a*-1

e)
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-3
-1
2

-1
a+1

-4
6
-1

-2
2
-1

-1

-1
-4
-1

-1




2.2. Resuelve las siguientes ecuaciones.

3 _1 x 2 1
a)‘2 X‘:z c)[1 x 0/=13
0 2 1
x 1 -2 x-2
b)‘ ‘:11 d|x x-1 -1 |=-7
x+1 2x 1 1 _2
3 1| _ -
a) =2 =>3x+2=2=x=0
2 X
) X, Mot 2@t xt 111528+ x-10=02x=2EVIH80 _Z1E9 o x2S
x+1 2x 4 4 2
x 2 1
c)J1 x 0]|=13 = -xX*+2+2=13= x*=-9 = No tiene solucién.
0 2 —
1 -2 x-2
d)[x x=1 -1 |=-7 =>-2x+2+xX-2x+2-X+3x-2+1-4x=-T=-5x+3=-7T=x=2
1 1 =2

-1 2 10
. 2 -3 2 . .
2.3. Dado el determinante 2 1 1 1’ comprueba que se obtiene el mismo valor al desarrollarlo por
1 0 -2 3

los elementos de la tercera fila que al desarrollarlo por los elementos de la cuarta columna.

2232 2 10 ]-1 10 -1 20 |-12 1

> "1 1=22 -3 2|+| 2 -3 2|+| 2 2 2|-| 2 2 -3|=2-(-16)+1-14-4=-49
1 0 2 3 0 2 3|1 -=23/|103/ |10 -2

_213_;(2) -1 2 1112 1 |-1 2 1

5 1 11=22 -1 1-] 2 2 -3|+3| 2 2 -3|=2.9-4+3(-21)=-49

10 2 3 1. 0 2| |10 -2 2 -1 1

-1 3 3 0
. -2 1 1 4 . .
2.4. Calcula el valor del determinante 3 2 -3 0 desarrollandolo por los elementos de la linea que
11 1 -5
creas mas conveniente.
__21 :: :: 2 -1 3 3 -1 3 3
=43 2 -3|-5|-2 1 1/=4-2-5(-25)=133
3230 11 3 2 -3
11 -1 -5
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2.5. Justifica, sin desarrollar, las siguientes igualdades.

2.6.

2.7.

2.8.

1 1 4 3
a)l3 5 1(=0 b)| 3 -2 5(=0 c) |b+c a+c a+b|=0 d) 0 -3 -2 9
6 - 2 2 2
0 0 O 2 -6 -4 1 4 3 -12
2 1 8
a) |3 5 -1|=0, yaque tiene una fila con todos los elementos nulos.
0 0 O
-1 3 2
b)| 3 -2 5|=0, yaque las filas primera y tercera son proporcionales: F3 = —2F;.
2 6 4
a b c a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1
c)|b+c a+c a+b| = b+c a+c a+b |=(a@a+b+c)|b+c a+c a+b|=0,
2 2 2 (ARl 2 2 2 2 2 2
ya que las filas primera y tercera son proporcionales: F3 = 2F.
1 -1 4 3 1 -1 4 A1
5 2 2 -6 5 2 2 =2
d) 0 -3 -2 9 _30 -3 -2 3 =0,
1 4 3 12 1 4 3 -4
ya que las columnas segunda y cuarta son proporcionales: Cs = —Cs.
Comprueba, sin desarrollar, las siguientes igualdades.
a) a b -0 b) z-2x z-2y - 2. 1 1
2a 2b X y |- Xy
a bl _,la b|_ _ z-2x z-2y z z|_ (1 1
| 24 2b“2a b‘_zo_o ' x y |RFeer|x y| Tlx y‘
Comprueba, sin desarrollar, la siguiente igualdad.
a b a+b-c c
d e d+e—-f f -0
P q pt+tq-r r
s t s+t-u u

El determinante es 0, ya que la columna 3 es combinacién lineal de las restantes, C3;=C4+ C,—-C,.

Demuestra que el siguiente determinante es nulo.

a’ b* 2ab (a-b)

3 2 1 4
-1 -2 -3 0
1 1 1 1
a® b?> 2ab (a-b)? a? b? 2ab 0
3 2 1 4 _ 3 2 10/_g
-1 -2 -3 0 Ci=Ci—(C,+C,-C;) [ -1 -2 =3 0
1 1 1 1 1 1 1 0
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2.9. (TIC) Calcula el valor de los siguientes determinantes.

11 20 43 2 2
11 23 53 3 -2
b
A3 3 2 1 21 5 a
1.0 15 5 6 3 -2
P28 oo oa |12
A3 3 2 tleiels 3 2 1:33; g _21 =3(-3-2-6-3)=3(—14)= 42
1.0 15 1.0 15
432 2 —2 0 A7 10 -2 17 10| | =2 17 -10
53 3 -2 10 -12 -14
b) = =—| -1 12 -14|=| 1 12 14|=
2.1 5 4lahen) 21 S A 47 o7 oe| |-17 —27 26
5 6 3 -2(RRLR|-17 0 -27 -26
o 7 18
7 18
= |1 12 14|=- =1702
Fi=F+2F, ‘177 212‘ 0

R=Ry+17R,|0 177 212

2.10.Halla el valor de los siguientes determinantes haciendo previamente ceros.

x+5 x+8 x+11 1 b &
a) [x+6 x+9 x+12 b)| b a* &
x+7 x+10 x+13 a2 a® at
x+5 x+8 x+11 x+5 x+8 x+11
a) [ x+6 x+9 x+12| = 1 1 1 |=0
x+7 x+10 x+13|ERF| 1 1 1
1 b & 1 b & -ab ) )
by|b & a| = |b & 0 :(az—ab)b2 al = (az—ab)bz a-ab :—az(az—ab)zz
2 & a G=C3-aC, a2 & 0 a a’ |g=c-ac a 0
=-a’[a(a-b)]* =-a*(a-b)?
2.11.Calcula el valor de los siguientes determinantes por el método de Gauss.
1 1 2 2 1 1 3 3
1 1 1 2 2 2 11
Al 2 2 2 P4 4 14
2 2 2 2 -1 -1 -3 3
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
a) 1 -1 -1 2 B 0 -2 -3 0 B 6 -2 -3 0 _ [0 -2 -3 0_24
2 2 2 -2 ?i;g}: 0 4 -6 -6|R-R2R,|0 0 0 -B|Rer [0 0 -2 2|
2 2 2 2|-A2A|0 0 -2 -2 0 0 -2 -2 0 0 0 -6
1 1 33 11 3 3
b) 2 2 11 _ |00 -5 -5 _0
4 4 1 1 B -FR-2h 00 -11 -1
-1 -1 -3 3|E=E+/'|0 O 0 6

2.12. Transforma los siguientes determinantes en sus equivalentes triangulares y calcula su valor.

1 2 22 X x
a) (1 3 32 b) |x+y x
1 4 47 X Xx+z
12 220 1 2 4 1.2 4 1.2 4
a)|1 3 3|=(13 9| = 1[0 1 5 = |0 1 5|=2
1 4 4% |1 4 16|222[0 2 12|20 0 2
X x x| |x x+y x X X+y X X X+y x
b) [x+y X  x|=|x X x+z| = |0 -y z| = |0 -y Z |=xyz
x x+z x| |x x x [BZRE|I0 -y o0o|F" "0 0 -z
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-2 5 4 2 1

. 0 8 6 3 5 . . .

2.13.En la matriz A= 1 2 —4 3 2|8S° consideran los menores determinados por:
1 6 4 2 3

M;: filas 1.2 y 2.2, columnas 1.2y 2.2
M;: filas 1.2 y 2.2, columnas 2.2 y 3.2
M;: filas 2.2 y 4.2, columnas 2.2 y 4.2
a) Escribe y calcula dichos menores.

b) Escribe todos los menores de orden tres a partir de los anteriores.

|2 5]|_ _|5 4|_ _18 3|_
o) | 2 5]=t6 v, -|8 42 w8 32
_25—254—252—251—254—252
b)MenoresdeM1=‘08‘:08 6], 0 8 3], 0 8 5], 0 8 6/, 0 8 3],
12 4 12 3 1.2 2 16 4 16 2
-2 5 4 5 4 2 5 4 1 -2 5 4 5 4 2 5
MenoresdeM2=‘gg‘:08 6, |18 6 3|, |8 6 5], 0O 8 6|, |8 6 3|, |8
12 4| |2 -4 3] |2 4 2 16 4| |6 4 2| |6
g 3 |2 22 083|542 |8 63 1521 |83
MenoresdeM3=‘62‘:083,123,863,2—43,835,23
6 2 16 2 6 4 2 6 4 2 6 2 3 6 2
2.14.Calcula el rango de las siguientes matrices.
2 13 -1 3 2 0
A=|2 1 5 D= 2 6 4 0
0o 2 1 1 -3 2 -1
|A|=2+12—20+2=—4¢0 =rg(A)=3
-1 3 2 0 2 0 _
rg(D) b rg(1 3 9 _J.Como 5 _1 #0= rg(D)=2
A+1 1 1
2.15. Estudia el rango de la matriz segun los diferentes valores del parametro AL.:A=| 0 A+2 1
0 1 1
|A|:(k+1)(k+2—1):(k+1)2,'(k+1)2=0:7»=—1
SiA#-1=rg(A)=3
0 11 1
SiAt=-1= A=|0 1 1| =>rg(A)=rg|1|=1
011 1
2.16. Calcula las matrices inversas de:
A I
10 2 2 1 -3
1 ( 1(0 -0 (0 1 1 c1(3 N (64
71—— i = — - = 71:— i = — = -
A _|A|[AdJ(A)] _1(_1 _zj (1 2] c |C|[AdJ(C)] : 1 (_2 J
2 2
. 1 1
AV raget _1(2 -2} _ 2 2
2 4
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2.17.Calcula las matrices inversas de:

1 2 -2
A=1 1 1
0 -2 5

; (7 5 2 7 6 4
A‘1:7[Adj(A)]t:? 6 5 2|=/-5 5 -3
Al 4 3 1) (2 2 -
L

1 -1 -3y |3 3
B-1zl[Adj(B)]’:i 0 3 3| =1+ 11
|B| S84 1 o 3 3
110

-2

2.18.Calcula los valores de a para los cuales la matriz A= (a—

1 _31) posee inversa y halla dicha matriz
inversa para a = -2.

-2 a

=0= a’-a-2=0=a=2,a=1.
a-1 -1

Sia# 2ya # -1 = Atieneinversa.

1
Sia=—2=A"= 4 2
ia = 31
4 2
1 k 2
2.19.(PAU) Halla los valores de k para los cuales la matriz A=| k-1 1 1 | no posee inversa.
k-2 -2 -1
1 k 2 3
|Al=| k-1 1 1:0:—1—4k+4+k2—2k—2k+4+2+k2—k:2k2—9k+9:0:>k:3,k:E
k-2 -2 -1

La matriz tiene inversa para todos los valores de k salvo para k=3y k = % .

2.20. Suponiendo que todas las matrices que aparecen son cuadradas del mismo orden y que las matrices A
y B poseen inversa, despeja la matriz X en las siguientes expresiones.

a) XA=AB c) AX+AB=C e) AXB = A? g) XAB+ AB = BA
b) AX = AB d) AXA=B f) XA' + B! = (AB)'

a) XA=AB= XAA'=ABA™'= X1 =ABA™' = X = ABA™'

b) AX=AB= A'AX=AT"AB= IX=IB= X =B

c) AX+AB=C= X =A""(C-AB)

d) AXA=B= AAXAA ' =ATBAT = x = A""BA™!

e) AXB=A2= X=A"A%8"=AB""

f) XA! +B! = (AB) = x =|(aBY —B!|at]"

g) XAB+AB=BA= XABB'A™'=(BA-AB)B'A™'= X = (BA-AB)B'A™"

Solucionario E| 35



2.21. (PAU) Calcula todas las matrices X tales que X-[ 1 0] = (_1 0)- X.

-1 0 10
b=2a
a=0
X_ab:>ab10_—1Oab:>a—b0_—a—b3b:0 ~lb-o0
e d)7le d)i-1 0)7 (1 0)le d)7\e-d 0) \a b) Je=ard | __
b=0 -
:>X:[0 Oj
c c
. (-2 1 (1 =2 (1 0),
2.22.(PAU) Dadas las matrices A—[ 1 3),5_(1 _3)yc—[3 _4].
Calcula la matriz X tal que XA-3B =4C.
S e YT
X:(4C+BB)~A‘1:[15 25) z ;z 7 77
B e -10 -5
7 7
EJERCICIOS
Determinantes de orden 2y 3
2.23.Calcula el valor de los siguientes determinantes de orden 2.
1 2 -2 -3 28 27
A3 4 | 3 _g e) |5 o
1 3 1 -2 a a
b) 6 7‘ d)‘S 8‘ f a* a°
1 2| _ _ -2 3| _ B 22 2% s od s om2 T
a) 3 4‘_4~1—2~3_—2 C)‘ 3 _8‘—16+9—25 e) 24 o4 =2°.2"-2".2" =——
-1 3|_ 5 4a_ 1 -2 B a a*|__ s .2 .a4_
b) 6 7‘_ 7-18=-25 d)‘5 8‘_8+10_18 f) 2t o =a-a°-a“-a*=0
2.24.Calcula el valor de los siguientes determinantes de orden 3.
1.2 3 130 -2 2 3 2 a a
a)|4 5 6 c)|-5 7 1 e)| 10 4 d|a 2 a
7 89 2 4 6 2 3 -5 a a 2
-1 2 -3 —1 5 8 a 0 a 0 log2 log4
b)| 4 -5 6 d|{3 -5 9 f)lo b 1 h) |log2 log4 log8
-7 8 -9 10 -10 19 a 1 a+b log4 log8 log16
1.2 3
a)|4 5 6|=45+96+84-(105+48+72)=0
7 8 9
-1 2 3
b)| 4 -5 6|=-45-96-84-(-105-48-72)=0
-7 8 -9
1 -3 0
c)|-5 7 1|=-58
2 4 6
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-1 5 8
d| 3 -5 9|=95-240+450-(-400+90+285)=330
10 -10 19
-2 2 3
e)l 1 0 4|=-16+9-24+10=-21
2 3 -5
a 0 a
0 b 1 |=ab’-a
a 1 a+b
2 a a
g)la 2 =2a’-6a*+8
a a 2
0 log2 2log2
h) | log2 2log2 3log2|= 6(log2)’ +6(log2)’ —8(log2)’ —4(log2)’ =0
2log2 3log2 4log2

2.25.Calcula el valor de la expresion: 3‘ > 8 ‘—4‘5 8

5 5
4 —2|7%3 —2‘+5‘ ‘

3 4
3‘5 8‘_4‘5 8‘ 5‘5 5

4 o s o 3 4‘:3(—10—32)—4(—10—24)+5(20—15)=35

2.26.Resuelve las siguientes ecuaciones.

-1 3| 1 3 | x -3 | 2-x 3 |_
a)| , , =0 b)‘4 4—x‘_2 c)‘Zx _gx |~ 720 9 ‘5—" 11""“_
a) -3 ‘=—2—3x=0:>x=—Z

x 2 3

1 3
b) 4 4—x ‘_4—x—12—2:>x——10

_ +
ol 3 =—8x2+6x=—20:>8x2—6x—20=0:>x=6_263X=2,X=—§

2x -8x 4

B 6+
d) 2-x 3 =2242x-11x-x*-154+3x=0= x> +6x-7=0=x= 6_83X=1,X=—7

5-x 11+x

2.27.Resuelve las siguientes ecuaciones.

-1 0 x x 2x 3x x 3 x x+1 x+2
a)|-2 5 6|=0 b)) 4 -5 6|=48 c)| 3 x 1|=30 d|-2 «x -2
1 1 1 1 2 -3 x+1 -1 -2 1 2 3
-1 0 x 1
a)|-2 5 6|=-5-2x-5x+6=0= x=—
7
11 1
X 2x 3x
b)| 4 -5 6|=15x+24x-12x—-15x-12x+24x =48 =>x =2
-1 2 -3
X 3 1
)| 3 x 1|=-2x>+3+3x+3+x*+x+x+18=30=x>-5x+6=0=x=3,x=2
x+1 -1 =2
X XxX+1 x+2
d)|[-2 x -2 [+2x=3x>-4x-8-2x-2-x>-2X+4x+6Xx+6+2x=—6=
1 2 3

= 2x*+4x+2=0=2x+1)?=0= x =1
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Determinantes de orden superior

2.28.Desarrolla el siguiente determinante por los elementos de su tercera columna y calcula su valor.

1 0 2 3
-1 2 -3 1
1 1 0 -1
2 -2 0 4

2.29.Desarrolla los siguientes determinantes por los elementos de la fila o columna que mas ceros posea y
calcula su valor.

016 0 -1 2 0 -3

2 0 5 4 4 -3 1 2
A3 304 P2 0 2
a) Desarrollando por los elementos de la primera fila:
g (1) g 2 2 5 4 2 0 4

=(-1)|3 0 4|+6|/3 3 4|=-14+48=34

330 4 2 1 2 2 5 2
2 51 2

b) Desarrollando por los elementos de la tercera columna:

_‘: _§ _2 _g -1 2 -3 -1 2 -3
=—(-1) 1 2 2|-3] 4 3 2|=-8-15=-23
120 2 3 2 1 1 2 2
3 2 3 1
Propiedades de los determinantes
Xy .
2.30.Se sabe que 2 b = —2. Calcula el valor de:
a) X 2x+y c) 10a 100x
a 2a+b 10b 100y
a x 3a 3b
0[5 X @[’
X 2x+y _ X yl__
a) a 2a+b|c-c,2c|a b‘_ 2
a x|_la b|_ _|x y|_ _; ov_
b) b y| |x y|  |a b|” (=2)=2
10a 100x| .. la 100x| a x|_ a b|__ X y|__ oy
c) 100 100y|~'°[p 100y =10-100 by =1000 X y‘_ 1000 a b‘_ 1000(-2) = 2000
3a 3b|_ a.la b|_ , alx y|__
o2 -3 Jl-afi gl
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a b c
2.31.Sesabeque (x y z|=6.Calculael valor de:
P q r
2x 2y 2z
a b ¢ x p a
als o - c|ly q b
2 2 2 z r ¢
4p 4q A4r
a b c a+x x+p 2p
b) | x+2a y+2b zZ+2c d) |b+y y+q 2q
a+x+p b+y+q c+z+r c+z z+r 2r
PO I D A A I L A I LA
a) E E E :2 E E E :25 a b c :254 a b C :-4 X y z :—4 6_—24
4p 4q A4r 4p 4q 4r ap 4q 4 poar poar
a b c a b c a b
b) | x+2a y+2b zZ+2c = X y z = X y
a+x+p b+y+q c+z+r|? T latx+p b+y+q c+z+r|PHFRIp g
X p al|x y z a b c a b c b c
C)yqb=pqrF:F—pqu2=F——xyz= y z|=6
z r c|ll|la b c|"® |x y z|°7® p q r q r
a+x x+p 2p a+x x+p p a+tx x p a x p
d) |b+y y+q 2q|=2|b+y y+q q| = 2/b+y y q| = by q|=2
c+z z+r 2r c+z z+r r|%%% |c+z z r|%%% |c z r
2.32.Sabiendoque |d e f |=n,calculaelvalorde [3g 2h i
g h i 9a 6b 3c
6d 4e 2f 3d 2 f d e f d e f a b c
3g 2h i |=2-3|3g 2h i|=2-3-3:-2|]g h i|=-36|la b c|=36/d e f
9a 6b 3c 3a 2b c a b c g h i g h i
m n p
2.33.Sesabeque |3 3 3|=-5.Calcula el valor de:
1 2 3
m n p
a)| 1 1 1
m+1 n+2 p+3
m+1 n+1 p+1
b)| m n p
m-1 n-2 p-3
m n p 1 m n p 1 m n p 1m
a)| 1 1 1 =§~3 1 1 1 |=—| 3 3 3 . F§3
m+1 n+2 p+3 m+1 n+2 p+3 m+1 n+2 p+3[° "1
m+1 n+1 p+1 m n p m n p m n p|
b)| m n p = —-m+1 n+1 p+1| = —-|1 1 1[=1 1 1|==
m-1 n-2 p-3|"°% |m-1 n-2 p-3|2FF |1 -2 3| |1 2 3| 3
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a’+b® x*+y?
2.34.Calcula el valor de la suma de determinantes: |(a+b)* (x+y)>
2a+b 2x+y
a?+b®> X*+y* p’+q? 2ab 2xy 2pq
(@+by (x+yy (p+q)f|+|(@@+by (x+yf (p+q)|=
2a+b 2x+y 2p+q 2a+b 2x+y 2p+q
a’+b’°+2ab xX*+y*+2xy p*+q*+2pq| |(@+by (x+y)
= (a+by (x+yy (p+q) |=|@+by (x+y)y
2a+b 2x+y 2p+q 2a+b 2x+y

P +q? 2ab
(p+q)*|+|(a+b)
2p+q 2a+b
(p+q)
(p+q)*|=0
2p+q

2xy 2pq
(x+y)* (p+q)’
2x+y 2p+q

2.35.Prueba, sin necesidad de desarrollar, que el valor del siguiente determinante es nulo.

1 3 5§
9 11 13 15
17 19 21 23

25 27 29 31

F, =-F, +F, + F; = Las filas son linealmente dependientes y el determinante vale 0.

Simplificacion de determinantes

2.36.Haz ceros en una de las filas o columnas de los siguientes determinantes y calcula su valor.

1 2 30 110 -2 1 2 2 -1 13 5 7

2 1 2 2 015 2 2 11 -2 35 7 9
Al 1 10 B3 2 2 1 Ny 12 4 Dis 7 9 1

2 2 1 4 112 -2 3 11 -2 7 9 11 13

2 4 22 2 2o |12
a) - =2/ 1 1 —1|=2(-5-12+4-6+4+10)=-10

1 1 -1 0|fR=FR-2r 1 1 -1 0 2 4 _5

2 2 1 4 -2 5 0

110 -2 1. 00 -2 100 -2

10 -2 10 -2
015 2 0 15 2 015 2
- - =13 7 - 7 = 12-6=-1

b) 32 2 1c6¢|l3 -1 2 1Ar=[+HK|3 0 7 3 :i o _2 F3=F3—F18 5 g 6 8

112 2 10 2 -2 10 2 -2

1 2 2 -1 12 2 1

2 2 1

2 11 =2 2 1.1 =2
o A O P 1_—_1 21 —21 =—(2-2+4-1+8-2)=-9

3 11 -2 100 0

13 5 7 13 5 7
g8 7 9 _ |22 2 2 4

57 9 MrArnr2 2 2 2

7 9 11 13|72 F7 9 11 13
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2.37. Calcula los siguientes determinantes por el método de Gauss.

1 1 -3 2 1 2 1 - 12 3 4 1 00 —1
2 2 -3 2 0 2 2 2 2 3 41 -1 00 -1
Aly 3 12 PYl3 3 2 1 iz 41 2 Do 10 1
1 1 3 2 1 -1 2 -2 4 1 2 3 2 2 2 2
1 1 -3 2 1 1 -3 2 1 2 -3 1 1 2 1 -3
a)22—32_003—2__0—230_0—20—3_48
1 -3 12£2i§_,2ﬁo4 4 O0lcec,|0 0 4 —4|cec|0 0 —4 4|
1 1 3 2|R-AA|0 0 6 0 0 0 6 O 0 0 0 6
1 2 1 - 1 2 1 -1 12 1 -1 3211‘1
0 2 2 2 0 2 2 2 01 1 1
3 3 2 155950 -9 1 4ﬁ3iﬁ3_*3?2° 0 8 13, 1. 2° 08 13 =72
1 1 2 =2|** "o 3 1 1|72 0 0 4 00—5
1.2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1. 2 3 4
C)2341_111—3_0—1—2—7_0—1—2—7_
34 12 £4f§-£31 1 -3 1£2:F:2—£1 0 -1 6 -3 ﬁsi/;;—f;% 0 0 —4 4|r=R42Am
4 1 2 312211 -3 1 1EgFEl0 -5 -2 =37 °20 0 8 32
1. 2 3 4
0 -1 -2 -7
o0 0 -4 4‘160
0 0 0 40
1 00 -1 10 0 -1 1. 00 -1 100 -1
d)—100-1_000-2__0224__0224_4
0 -1 0 1R=FKA[(0 -1 0 1|Rer [0 -1 0 Femiln (000 1 30
2 2 2 2| Hlg 2 2 4 0 00 - 210 0 0 -2
Rango de una matriz
-3 4 4 2 -6
, 5 0 2 -1 3
2.38.Dada la matriz A= 2 25 4 2
1 1 2 -2 3

Escribe todos los menores de orden 3 a partir del menor de orden 2 determinado por las filas 1.2y 3.2 y
las columnas 2.2 y 4.2

Escribe todos los menores de orden 4 a partir del menor de orden 3 determinado por las filas 1.2, 2.2 y
3.3, ylas columnas 2.2, 3.2y 4.2

El menor de orden 2 indicado es ) i .
Los menores de orden 3 construidos a partir de este menor de orden 2 son:
-3 4 2 4 4 2 4 2 -6 -3 4 2 4 4 2 4 2 -6
5 0 1,10 2 1,0 -1 3,2 -2 4|, |-2 5 4|y |2 4 2
2 -2 4| |-2 5 4| |[-2 4 2 1 -1 =2 -1 2 2 -1 -2 3
4 4 2
El menor de orden 3 indicadoes | 0 2 -1jf.
-2 5 4
Los menores de orden 4 construidos a partir de este menor de orden 3 son:
-3 4 4 2 4 4 2 -6
5 0 2 41 2 -1 3
2 25 47|25 4 2
1 -1 2 =2 -1 2 -2 3
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2.39.(TIC) Calcula el rango de las siguientes matrices.

2 2 -1 3 2 1 2 1 =2 ":‘22‘;"; 1 -2 a
A= ﬁ c=| 2 4 0 E=|3 0 -1 1| 6=, 55 54 =3 -13
1 — 2 2 2 4 2 0 5 a a 1
3 54 -3 05
12 -3 -1 3 2 1.2 3 4 ";_i_gg 2 1 b
B=| 4 2 -1 D=2 4 0| F=[1 01 0 H=l 5 4 0 2 J=| 4 b 1
0,5 1 -1,5 7 1 -6 3 41 -8 10 8 6 -8 -6 3 -b
2
2 =
3 2 2
a) A= =——+—=0 =rg(A)=1
) |A| L 1TTeTs 9(A)
3
12 -3 1 9
b) [Bj=| 4 2 -1]=-3-12-1+3+1+12=0 ‘4 2‘:2—8:—6¢0:>rg(8):2
05 1 -15
c) |C|=-28=0=rg(C)=3
d) D=0y 131 40x0 = rg(D) = 2
2 4
1 -2 =2
e)|3 0 1|=36%0=rg(E)=3
4 2 5
- 1 2 3 1 2 4
N 4 o[=2#0y -1 0 -1]=0 |1 0 0/=0=rg(F)=2
3 4 1 3 4 -8
2 -3 0 -1
g) F3= F1+ F,y Ci=Cs=>rg(G)=rg|1 2 -3 2
5 4 -3 0
~ 2 -3 0 2 -3 -1
En esta ultima matriz se observa que 1 2‘z?;ﬁquue 1 2 -3|=0y |1 2 2|=0=rg(G)=2
5 -4 -3 5 4 0
-1 2
h) =4-10=-620=rg(H)>2
5 —4
-1 2 3 |1 20 -1 2 3 -1 2 0
5 -4 -3|=0|5 -4 4|=0 5 4 -3|=0| 5 -4 4|=0=rg(H)=2
2 -1 0 2 1 2 -10 8 6 -10 8 -8
1 -2 a 5
) []=[3 -1 3| =4a®-9a+5 = Sia=—yaz1=rg()=3
a a 1 4
a1 =2 P T I _
Sla—1,‘3 _1‘¢O:>rg(l)—2.S|a—Z,‘3 _1‘;&03 rg(f) =2
2 1 b
=] 4 b 1=8b*+16b=8b(b+2) = Sib=0yb=-2 =rg(J)=3
-6 3 -b
sib=0, |2 1¢O:r(J)=2 Sib=—2| | 2 #0 = rg(J)=2
140 g =< 21 g
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Matriz inversa

2.40. Calcula las matrices adjuntas de las siguientes y halla, para cada caso, A - (Adj(A))".

1 0 -1 0
-3 4 2 3 ] DA 0 2 0 -2
A= B=| 1 0 -2 c=| 10 1 D=
5 2 2 2 0 15 6 3 3 00
0 0 4 -4
. (2 -5 e (-3 4Y 2 -4\ (26 0
a) AdJ(A)—(_4 _3] A-(Adj(A)) —[ 5 2)[_5 _3j—( 0 _zgj
4 -4 -2 -2 3 14 -2 -6) (-6 0 O
b) Adj(B)=| -2 -2 2 B-(AdiB)=| 1 0 -2||-4 2 -3|={0 -6 0
-6 -3 -3 2 -2 0)\-2 2 -3 0 0 -6
-5 5 5 4 5 1\(-5 -25 5) (0 0 O
c) Adj(C)=|-25 —25 25 C-(Adj(C)f=| 1 0 1|-5 25 5|=(0 0 O
5 5 -5 15 6)l5 25 -5 |0 0 O
24 24 24 24 1 0 1 0) /24 12 -8 6 0
oy |-12 12 120 12 e |00 2 0 -2 |24 -12 -8 6/|_|0
d AdD)=| o g g _g|PADON =1, 5 o o124 -12 -8 6|7|0
6 6 6 6 0 0 4 -—4)\24 -12 -8 6) (0
2.41. Calcula las matrices inversas de:
1 3
(1 -3 (0 -3 | 2 & _(a+1 1
A—(z -7) B‘(1 5J c=l 3 D_(a 1)
-— 2
2
t ) 1\ (16 6
41 ot (T =2) (7 -3 g1 ot 21 |5 B
a) A —lAl(AdJA)—1 3 1) =l2 1 c)C —|C|(AdJC)—Eg 174 4
8la4 2 5 5
t 5 1 t
,1_1 . t_l. 5 -1 _ § ,1_i . t_l 1 —a _ 1
b) B —lBl(AdJB) =3 (3 Oj R d)D —lDl(AdJD) =321 ant) =l avt
3
2.42. Calcula las matrices inversas de:
11 3 -1 0 3 4 10 a 1 0
A=|2 —1 1 B=| 2 1 1 c=0 12 D=[101J
2 2 -13 -1 2 A 1 1 2 1 -1 a
] J[11 28 6\ (11 -7 2 (0 2 N | o
a) Al=— (AdjA) ==|-7 19 —4|=|28 -19 5 c)C'=— 2 8 -3|=|-1
Al W2 5 1 6 -4 1 22 8 4 1
2
LA R |
3 1 5Y 6 3 6 1 1-a -1Y
41 VA 1 2 7 41 2
b)B'=—=-(AdjD)y=—| 6 4 2|=|— = —| dD =-|-a a 1+a|-=
|B| 18| 3 7 _4 18 9 18 1
18 9 18
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2.43.(TIC) Calcula la matriz inversa de:

1 1 1 =2

1 1 0 1

A=l 4 3 2 4

1 2 1 -3
3 1 1 2) (3 12 1
PR VUV || B Al 111
A 1A (AGA == 5 4 4 4|10 1 2
14 2 0 2 110

Ecuaciones matriciales

2.44.Despeja X en las siguientes ecuaciones suponiendo que las matrices que intervienen son todas
cuadradas del mismo orden y poseen matriz inversa.

a) AX +BX = AB c) XA2=BA

b) AXB+C=D d) A(X +B)=CX

a) AX+BX =AB= (A+B)X =AB= (A+B) (A+B)X =(A+B) 'AB= X = (A+B) 'AB

b) AXB+C=D= AXB=D-C= A"AXBB ' = A" (D-C)B'= Xx=A"'(D-C)B™

c) XA2=BA= X =BAA'A"' =BA™"

d) A(X+B)=CX = AX+AB=CX = AX-CX =-AB=(A-C)X =-AB= X =—(A-C)'AB

2.45. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial:

2.46.(PAU) Dadas las matrices

2 1 2 1

A=(1 0 y B=|1 1| seconsideralaecuaciéon AX=B.
0 1 0o —1

a) ¢ Cual debe ser la dimension de X?

b) ¢ Crees que seria correcto escribir X = A'B?

c) Encuentra todas las posibles matrices X que verifiquen la ecuacién.

a) X debe ser una matriz cuadrada de orden 2.
b) No es correcto, ya que al no ser cuadrada, A no posee inversa.

2 1 2 obid) (2 1) |@te=2
a b a by |FFC b7 2b+d =1
c) X= d 10 dl= a b =1 1= 1 bet
¢ 0 1)\°¢ c d o -1 [8=! P=
c=0 d=-1
- . . . 1 1
Por tanto, la Unica matriz solucién de la ecuacién es X = 0 1]
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2.48. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial AX -B=C

1 1
0|,B=|-4
1 7

-1

—

0

2
-5
8

3 -1
-6|yC=| 2
9 -3

-3

siendo: A= [

N
= NN

1

0
-2
4

2 2
7 -4
8 6

X=A"'(C+B)=|0 -1

2

N|[WwN|=aN] =

-1

2.49. (PAU) Resuelve la ecuacion matricial XA+B=C

4 0
“A|lyc=| 1

0 2

-1
0
-2

2 1 1
2 0|,B=1
11

7

4
-1

siendo: A= [
1

2.50.Dadas las matrices: A= G

Resuelve la ecuaciéon AX = B.

ER e

1

-1

2
3

4
-2

X=A"B=

0
-1
2.51.Dadas las matrices: A= [ !

-2 11 21
2 1]’B=[-1 0]yC=[22
1
2

2) _1( 1 2
1) 5(-2 1

1

A

1

Al =
181

(Adj A =2

B—1
5

-14

(Adj B)' =1[_1

] .Resuelve la ecuacion ABXBA = C.

J-(

0 0

1

B'A7'ABXBAAT'B™' =B'AT'CA'B" = B IBXBIB™' =B'A"'CA~'B™"
= B'BXBB'=B'AT'CA'B"' = IXI=B'AT'CAT'B' = X =B'A"'CA'B™"

(0 SN 1 2) (21 21 1 2)0 12 N2 -2)(2 1)_
1 1)5\—2 1l22 —14)5\—=2 1)\1 1) 25\-1 3/l22 —14)\1 3"
_1(2 -1\(21 -2)(2 1)_1(20 10)(2 1)_1(50 50} (2 2
“25\-1 3)l22 —14)l1 3) 2545 -40)\1 3) 25|50 -75) |2 -3
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2.52. (PAU) Dadas las matrices:

Se considera la ecuacion AX = B.

a) ¢ Es correcto escribir X = A"'B?

b) ¢ Cuadl debe ser la dimensién de X?

c) Calcula todas las matrices X soluciones de la ecuacion.

a) No existe AT ya que |A| =0 . Por tanto, la expresién no es correcta.

b) La dimension de X debe ser 3 x 1.
c) Se utiliza el método directo para calcular X:

a 1 0 2)(a -4 a+2c —4 at+2c=-4
a=-4-2c
X=|b|= |0 1 Of|b|=| 2| b =| 2|=>:b=2 :>b—2
c 11 2)(c) (-2 a+b+2c) (-2 a+b+2c=-2 -
-4-2c
Todas las matrices del tipo X = 2 verifican la ecuacion.
c

PROBLEMAS

2.53.Dada la matriz regular A de orden tres, con |A| =5, calcula el valor del determinante de su inversa y el
valor del determinante de su adjunta.
- - 411
Al 5
1256 125

R

|A-(Adj(A))| =|A|-|Adi(A)| = |A|3 =125 = |Adj(A)| =

2.54.Estudia, segun los valores del parametro a, el rango de las siguientes matrices.
1 1 2 1 2 a 1 2 1 1 1 a
A=(-3 2 3 B=|2 4 a C=|1 a 2 D=2 2a 2a
2 a -5 a 6 9 1 -a a-4 3 3 a+2

a) [A|l=-10-6a+6-8-3a-15=-9a-27=0=a=-3
11
-3 2

Sia=-3=rg(A)=2
Sia# -3=rg(A)=3

‘:5¢0

b) |B| =36 +12a +2a” - 4a® —~6a—36 = —2a” +6a=-2a(a-3)=0=a=0 a=3

120

Sia=0=> B=|2 4 0|=rg(B)=2,yaque (2) g‘=12¢0
0 6 9
12 3

Sia=3=> B=|2 4 3|=rg(B)=2,yaque i 2‘:—6;&0
3 69

Sia#z0ya#-3=rg(B)=3
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6++/36-48 N
2
= No existe ningun valor real de a que anule el determinante de C = rg(C) = 3 en todos los casos.

c) |C|=a2—4a—a+4—a+2a—2a+8=az—63+12=0:>a=

d) |D| = 2a® +4a+6a+6a-6a> -6a-2a-4 = -4a° +8a—4 = 4(a’-2a+1)=-4a-1°=0=a=1
111
Sia=1=D=|2 2 2| =rg(D)=1,yaque las tres filas son proporcionales.
3 3 3

Sia#1=rg(D)=3

m 1 -2
2.55. (PAU) Estudia, segun los valores de m, el rango de la siguiente matriz A= [Zm 2 -4 ] .
1 1 -2m

|A| =-4m?-4m-4+4+4m+4m? =0 en todos los casos. Por tanto, rg(A) < 2

Como F;=2F; = rg(A) = rg (T 1 —_22mj

11 -2
Sim=1 A) = =1
im = rg(A) rg(1 1 _2]

Sim=z#1=rg(A)=2

2.56. Estudia, segun los valores de A, el rango de las siguientes matrices.

A1 A A1 A1 1 2
A=(-2 3 4 2 B=|1 A 1 2

-1 4 5 A 1 1 A 2A
-2 3

a) 1 4‘:—8+3:—5¢0 =rg(A)=2

Obtenemos los menores de orden 3 a partir de este determinante de orden 2:
A1 A

-2 3 4|=-6A+6=-6(A-1)

-1 4 5 Si A=1=rg(A)=2
A1 -1 {Si A#1 =rg(A)=3
-2 3 2|=3-(A-1?

-1 4 A

b) rg(B) = rg

= A >
_a > A

1
1| porque C4= 2C3
A

=23 -3n+2=(A-12(1+2)

= A >
_ > A
S>> A A

111
SiA=1=rgB)=rg|1 1 1| =rg(B)=1

111

-2 1 1
SiA=-2=rgB)=rg| 1 -2 1 |=rgB)=2

1 1 -2
SiAz1y A#-2=rg(B)=3
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2.57.(PAU) Estudia, segun los valores de k, el rango de la matriz:

1 0 1
_|o0 1 1-k
A= 1 k+1 2
1 0 0
10 1
Se considera el menor de orden 3: |0 1 1-k|=-1 en todos los casos.
10 O

Por tanto, rg(A) = 3 para cualquier valor de k

2.58.(PAU) Calcula los valores del parametro A para los cuales la siguiente matriz cuadrada tiene inversa.
Calcula el valor de dicha matriz inversa para el valor A =4.

A -1 3
1 1 1
4 2 2
+ A=3
A =202 10+12=0 = 2=1222_
4 A=2
La matriz A tendra inversa para todos los valores reales de A exceptopara A=3 y A=2.
5 o, 1
(10 -6 —14Y g ‘;
Enelcasodeque A=4 = A'=—.| 8 4 —-12|=(-= -1 =
Al 77 2 4
7 17
L 3 L
2 4

1 1
2.59.Dada lamatriz A=|0 1
1 t

N ~ O

Calcula los valores de t para los cuales existe la matriz inversa de A.

Calcula dicha matriz inversa para t = 2.

1 1
Resuelve la ecuacion matricial AX = B siendo A la matriz correspondiente al valort=2y B = [2 —2] .
3 -3

t=-2
La matriz A tendré inversa para todos los valores de t excepto para 1y -2.

a)|A=2-t-t2=0 = {t=1

111
(22|55
b)A’1_—22 2—3:—E 5 3
2 2 1 103 4
4 4 4

JU
f%ﬁ1—1 1 -1
c)X:A’1B:—E -5 52_2:0 0
1 3_13_3 1 -1

4 4 4
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A A1
2.60. (PAU) ;Para qué valores de A tiene inversa la matriz A= [2 -1 ZJ ?
A -3 2

Calcula la expresion de dicha matriz inversa para A =0 .

|A|=2k2+k—6=0:>k=% y A=-2

Existe inversa de A para todos los valores reales de A excepto para A =% y A=-2.

Para A =0:
_2 11
0 0 1 3 2 6
A=l2 -1 2 :>A’1=i(Adj(A))t= 2 5 2
0 -3 2 |A| 3 3
1.0 0

1sii=j=1
2.61.Los elementos de la matriz cuadrada de orden 4 A=(a,-j) son: a; =40 sii=j#1
—-1sii#j
a) Escribe la matriz.
b) Calcula el valor del determinante de la matriz.
1 -1 -1 -1
-1 0 -1 -1
a) A=
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0
1 -1 -1 -1 1T -1 -1 A
1.0 -1 -1 0 1 -2 2| |+ 722
b) A= = =|-2 -1 -2|=-5
-1 -1 0 -1|p=R+wH 0 -2 -1 -2
F3=F3+F -2 -2 -1
-1 -1 -1 0 |E=F+r 0 -2 -2 -1
17 1 1
2.62. ;Qué relacion deben verificar los nUmeros a, by ¢ para que a2 b2 cz=0?
a“ b° ¢

En los ejercicios resueltos del final de la unidad se ha obtenido el valor del determinante de Vandermonde:
1

1
a b c|=(b-a)c-a)c-b)
2 2 2

Este producto es nulo si y solo si al menos uno de los paréntesis es nulo. Por tanto, el determinante valdra cero
si al menos dos de los tres nimeros a, b y ¢ son iguales.
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2.63.(TIC) Calcula el valor de los determinantes:

11 1 1
T 12 3 4
2 3 4
4 9 16 14 9 16
1 8 27 64
171 1 1T 1 1
2 3 4|=| 2 3 4|=(3-2)(4-2)(4-3)=2
4 9 16 22 32 42
1 1 1 1 1 1 1 1
12 3 4 (1 2 3
= =(2-1)(3-1)(4-1)(3-2)(4-2)(4-3)=1-2-3-1-2-1=12
1 8 27 64 |1 23 33 43
x y 1 x+1 y+1 x+y
2.64.Sabiendoque ([u v 2 |[=5,calculaelvalorde (u+2 v+2 u+v
s t 3 s+3 t+3 s+t

Restando a los elementos de la tercera columna los de la primera y segunda, se obtiene:

x+1 y+1 -2 x+1 y+1 1
A=|lu+2 v+2 -4 |=-2u+2 v+2 2
s+3 t+3 -6 s+3 t+3 3

Restando el valor de los elementos de la tercera columna a los de la primera y segunda:
x y 1
u v 2
s t 3

A=-2 =-2.5=-10

1 1 1 1
2.65. Calcula el valor del siguiente determinante: ’1( X2_1 ng x;3
1 4 9 16

Restando a la segunda fila la primera multiplicada por x y a la tercera fila la primera, se obtiene:

1T 1 1 1
0 1 -2 -3 ) .

A= 0 1 2 3|7 0, ya que las filas segunda y tercera son proporcionales.
1 4 9 16

2.66. (TIC) Calcula el valor del siguiente determinante.

12 3 4

2 3 4 1

341 2

4123
12 3 4 10 2 3 4 12 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1 _ 103 4 1(_ 11341 _ 10 1 1-3
3 4 1 2 |c=ci+C+cy+cy| 10 4 1 2 1 4 1 2 |R=F-F 0 2 -2 -2
412 3 10 1 2 3 112 3 [BRBE [0 1 -1

1 1 -3
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x 1 2 3
2.67. (TIC) Resuelve la siguiente ecuacion: g ’3( )1( i =80x-96
1 2 3 x
x 1 2 3 x+6 1 2 3 11 2 3 1 1 2 3
3 x 1 2 B 66 x 12| gl x 120 Xt 1
2 3 x 1|c=ciiCycsics| x+6 3 x 1| 1 3 x 1R=R-F 0 2 x-2 =2|
12 3 x Xx+6 2 3 x 12 3 xPPRR 0 1 1 x-3
x-1 -1 -1 x-1 0 X -1 0
=(x+6) 2 x-2 -2 e (x+6) 2 x-2 -—x ol C(x+6 4-x x-2 -x|=
11 x-=3 3732 1 G 0 1 x-4
=(x+6)[ (x=2)x-4)+x* +(4-x)(x 4} x* —20x* +80x-96
Por tanto:

x* —20x? +80x—-96 =80x—-96 = x* —20x2 =0 = x*(x?-20)=0= x =0,x =/20,x = —/20

o oo
Q= N

2.68.a) Comprueba que los nimeros 297, 351 y 405 son todos muiltiplos de 27.
2
b) Demuestra, sin necesidad de desarrollarlo, que el determinante | 3
4
a)297 =27 - 11 351=27-13 405=27-15
2 97 2 9 297 2 9 11
b)| 3 5 o Cns 1050 100G 5 351| =27{3 5 13
4 0 5|32 4 00 405 4 0 15

es multiplo de 27.

Como todos los elementos de la ultima columna son multiplos de 27, se podra extraer este nimero como

factor comun, y, por tanto, el valor del determinante sera multiplo de 27.

X X Xx X
2.69.Calcula el valor del determinante: [ X Y X X
-X -X y X
-X -X -XxX Yy
X X X X X X X X
Xy X x| _ 0 x+y 2x 2x = x(x+y)
-X —-X ¥y X|R=R+HH|0 0 X+y 2x
Fy=F3+Fy
-X —-X —-X Y|rR=R+|0 O 0 x+y

2.70.En un pais hay tres comunidades autonomas A, B y C. La probabilidad de que un residente en A
permanezca en A al aino siguiente es de 0,90; la de que se vaya a B, de 0,06, y la de que se vaya a C, de
0,04. La probabilidad de que un residente en B permanezca en B es de 0,95; la de que se vaya a A, de
0,03, y la de que se vaya a C, de 0,02. Finalmente, la probabilidad de que un residente en C se quede en
C es de 0,96; la de que se vaya a A, de 0,02, y la de que se vaya a B, de 0,02. Si las poblaciones en 2008
eran de 1,52, 2,56 y 5,48 millones de personas, respectivamente, ;cuales eran las de 20077

0,90 0,06
La matriz de transicién de la poblacion de un afio al siguiente es T=| 0,03 0,95
0,02 0,02
Paoos = Paoo7 - T => Paoor = Pagog* T~
1 0,9116 -0,0284 -0,0184) 1,1144 -0,0694
T |_,_| [AdJ(T)] = 0818 -0,0568 0,8632 -0,0168 | =|-0,0347  1,0553
-0,0184 -0,0168 0,8532 -0,0225 -0,0205
1,1144 -0,0694 -0,0450
Paoo7=(152 2,56 5,48)| -0,0347 10553 -0,0205 |=(1,48 2,48 5,59)
-0,0225 -0,0205 1,0430
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2.71.En una determinada localidad existen tres companias A, By C que ofrecen el servicio de telefonia movil.
La siguiente matriz representa las probabilidades que tiene un cliente de cada zona de permanecer en la
misma compaiiia o cambiarse a otra el afio que viene:

0,80 0,15 0,05
T=|010 0,70 0,20
0,05 0,05 0,90

Para realizar una investigacion de mercado se cuenta con los datos del numero de clientes en 2008:
A: 12 500 B: 25 000 C: 18 000
Calcula el numero de clientes correspondientes a los afios 2006 y 2007.
0,80 015 0,05)"
onos = P2007' T=> P2007 = onos' T71 = (12500 25000 18000) 0,10 0, 70 0,20 =
0,05 0,05 0,90
1,285 -0,275 -0,010

—(12500 25000 18000)| 0,166 1,487 -0,321|=(10798 32531 12171)
-0,062 -0,067 1130

Pa0o7 = Paoos * T => Paoos = Pagor* T ' =
1,285 -0,275 -0,010

=(10798 32531 12171)|-0,166 1487 -0,321|=(7725 44590 3185)
-0,062 -0,067 1130

PROFUNDIZACION

2.72. Demuestra la siguiente igualdad.

X-y—-z 2x 2x
2y y-x-z 2y |=(x+y+x)®
2z 2z Z—-x-y
X-y-z 2x 2x X+y+zZ X+y+z XxX+y+z
2y y—-x-z 2y = 2y y-x-z 2y =
2z 2z z-x—y |PPRf) 27 2z Z-X-y
1 1 1 1 1 0
=(x+y+2)| 2y y-x-z 2y s C(x+y+z) 2y y-x-z 0 =
2z 2z z-x-y | 2z 2z —Z-Xx-y
1 3
=—(x+y+2z) 5 yox-z =—(x+y+zf[y-x-z-2y]=(x+y+X)

2.73. Demuestra la siguiente igualdad.

1 x° x

1y yl=xz y y°

1 22 28 |xy z 22
yz 2 Xyz yz x x° xyz x* x xyz1 x2 X 1 x2 x°
 y X2y Vi l=lxyz 2 4P _31 v2 oyt =1y )R
xy z Zz° YZlxy z z xyz z¢2 7 ziq4 22 2 1.2 7
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2.74.Calcula el valor del siguiente determinante de orden n.

-2 a a a
a -2 a .. a
|Al=| a a -2 .. a
a a a -2
-2 a a .. a (n-Ma-2 a a .. a
a 2 a a (n-Ma-2 -2 a .. a
|A=| a a -2 = (n-a-2 a -2 al=
C1=C1+Cy+C3+..4Cp,
a a a .. 2 (n-Ma-2 a a .. 2
1 a a a 1 a a a
1 -2 a ... a 0 -2-a 0 0
=[(n-Na-2]| 1 a -2 .. a| = [(n-Ta-2]|0 0 -2-a .. O
F=F-F
. |R=F-F
1 a a .. -2|f-=F-f 0 0 0 .. —2-a

1

=[(n-Na-2] (-2-a)"

2.75.Estudia, segun los valores de los parametros a y b, el rango de la siguiente matriz.

a+b a a
A=| a at+b a

a a a+b

a+b a a 3a+b a a 1 a a 1 a a
JAl=| a a+b a |=[3a+b a+b a |=(3a+b)l a+b a |=(3a+b)0 b 0/=(3a+b)b’
a a a+b [Ba+b a a+b 1 a a+b 0 0 b
|A|:(3a+b)b2,a+b @ |=(2a+b)b
a a+b
Entonces:
bo0— a=0 =rg(A)=0
az0=rg(A)=1
b0 b=-3a=rg(A)=2
b#-3a=rg(A)=3
2 x 1+x
2.76.Estudia, segun los valores de x e y, el rango de la matriz A=| 2 1 2
2x y x+y
2 x 1+x 1 x 1+x 1 x
rg 2 1 2 |=rg|1 1 2 |=rg|1 1
2x y Xx+y X y X+y X y

Six=y=1=rg(A)=1

En cualquier otro caso, rg(A) = 2
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2.77.Estudia, segun los valores de a, el rango de la matriz:

a-2 1 2
A= -3 a+2 2

-5 1 a+1
a-2 1 2 a-2 1 2 a-1 1 2 a1 2
|A=[-3 a+2 2 = |-1-a a+1 0 = 0 a+1 0 [=(a+1)", a+1=(a+1)(a2+7)
-5 1 a+f2H 5 1 a+19 %% 4 1 a+

-3 1 2
Sia=-1= rg(A)=rg|-3 1 2|=2

-5 10
Sia#-1=rg(A)=3

2.78.Calcula todas las matrices X tales que:
2 0 (2 0
x(% o}x=(3 o)

a ij' 2 O.X_a b)Y 2 0)a b) (2a-2b 0)(a b\ (2a%>-2ab 2ab-2b>
c d 20 “lc d)l-2 0)lc d) (2c-2d O)lc d) |2ca-2da 2cb-2bd
a’—ab=1

2a? —2ab 2ab -2b? :(2 OJQ ab-b?>=0
2ca—-2da 2cb-2bd) (2 O ca—da=1

cb—-bd=0

X

b=0 a=1 c=1+d
ab—b2:0:>b(a—b):0 b=0 a=-1d=1+c
cb—db=1

ch—db=0 =imposible

a:b:{

Las matrices X son de la forma X = 1 0 o X= 1 0 .
1+d d c 1+c¢

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

a 1 -3
2.1. Los valores de a que anulan el valor del determinante A=({4 -1 2| son:
0 -3 4a

A)a=2

9
B =2 =—-—
)a=2ya=-_
Cla=2ya=-3

D) Para cualquier valor real de a, el determinante es nulo.

E) No existe ningun valor de a que anule el determinante.

La respuesta correctaes B)a=2ya= —% , yaque |A| =—4a?-10a+36=0
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2 1 -3
2.2. Dado el determinante A={4 2 2|, su valor se puede calcular mediante el desarrollo:

1 -3 2
2 2| |4 2| |4 2
A)A=‘-3 2H1 2H1 -3‘
-1 -3 2 -3 2 1
B)A_4‘_3 2‘—2‘1 2 +2 1 _3‘
4 2 2 1 -1
C)A=—3‘1 _3 +2 1 - +2 2‘
4 2 2 1 2 1
D)A=3‘1 _3‘+2‘1 _3‘_2‘4 2‘
4 2 2 -3 2 -3
E)A=‘1 2|*2| 1 2‘ 3‘4 2‘
4 2 2 -3 2 -3
La respuesta correcta es E. A_‘1 2‘+2‘1 2‘+3‘4 2‘.
Xy z x+1 y+2 z-3
23. Sesabeque (1 2 -3|=-5,elvalorde | 1 2 -3 | es:
0o 1 2 1 0 -7
A) 10 B) -10 C); D)—% E)0

La respuesta correcta es A: 10, los cambios para tener el segundo determinante en funcién del primero son:
F:F+F, F:-2F +F,

1 1 1
2.4. El valor del determinante 45 50 80| es:
2025 2500 6400

A) 5125 B) -5000 C) 5250 D)0 E) 175

La respuesta correcta es C: 5250.

10 -a
2.5. Los adjuntos As; y Aizde lamatrizA=|-a 2 a?| se anulan ala vez en el caso de que:
1 2 -a
A)a=1
B)a=-1
C)a=0

D) Se anulan en cualquier caso.

E) No existe ningun valor de a que anule los dos adjuntos a la vez.

La respuesta correcta es B: a = —1.
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3 5 2 |la 2 -3
2.6. El valor de la diferencia de determinantes | a 2 -3|-(3 5 2| vale:
-2 a 4 2 -a -1

A) -18 - 15a D) -18a + 15a
B) -18 + 15a E) Ninguna de las respuestas es cierta.
C)18 - 15a

La respuesta correcta es C) 18 — 15a.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas:

1 m -2 2
2.7. Enrelacién con el rango de lamatriz A=| m> 2 -3 1
m-1 1 -1 -1

A) Como ?‘ __1 # 0, entonces rg(A) = 2
2 _
B) Como 1 -1 # 0, entonces rg(A) 2 2

C) Existe algun valor de m para el cual rg(A) > 3.
D) El valor del rango de A sé6lo puede ser 2 6 3.

E) El valor del rango de A es 3 en todos los casos excepto param=0, m=4 o m=1, que vale 2.

2 -3
Las respuestas correctas son B) Como 1 1 # 0, entonces rg(A) =2 2 y D) El valor del rango de A sélo puede

ser2 0 3.

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

2.8. La ecuacion matricial AXA = B, donde A y B son matrices cuadradas de orden 3 y la matriz X es la
matriz incognita.

a) Tiene solucidn, es decir, se puede calcular X.

b) La matriz A es regular, es decir, det(A) 0.

A) a es equivalente a b.

B) a implica b, pero b no implica a.

C) b implica a, pero a no implica b.

D) ay b no se pueden dar a la vez.

E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

La respuesta correcta es C) b implica a, pero a no implica b.
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Senala el dato innecesario para contestar:
29. Para calcular el determinante de A se dan los siguientes datos:
a) La matriz A es cuadrada de orden 4.
b) Si i = j, el valor de a; es nulo.
c) Sii # j, el valor de ajj es —=2i + j.
d) Los adjuntos de los elementos de la primera fila valen =12, -16, 36 y 62, respectivamente.
A) Puede eliminarse el dato a.
B) Puede eliminarse el dato b.
C) Puede eliminarse el dato c.
D) Puede eliminarse el dato d.
E) No puede eliminarse ningun dato.

La respuesta correcta es D) Puede eliminarse el dato d, porque aunque sepamos los adjuntos de los elementos
de la primera fila necesitamos saber los valores de los elementos a j para calcular el determinante de A.

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

2.10. Se quiere obtener el valor del rango de la matriz A = (a;), de dimension 3x4. Para ello, se sabe que
. ap a1 ag3

A= a a a a
21 22 21 23

20y A, = # 0, y se dan, como dato, los valores de:

a) Todos los menores de orden dos que contienena A,.

b) Todos los menores de orden tres que contienen aA, .

A) Las informaciones a y b son suficientes por si solas para obtener el rango.
B) La informacidn a es suficiente por si sola, pero la b no.

C) La informacion b es suficiente por si sola, pero la a no.

D) Son necesarias las dos informaciones juntas.

E) Hacen falta mas datos.

La respuesta correcta es C) La informacion b es suficiente por si sola, pero la a no, ya que se deberia tener
informacion acerca de los menores de orden tres que contienen a A4.
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